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XXVII FEDERALNO TAKMICENJE IZ FIZIKE UCENIKA SREDNJIH SKOLA

A: MEHANIKA I TERMODINAMIKA

Zadatak 1: Tijelo je ispaljeno sa povrSine zemlje pod uglom
a, a njegov maksimalni domet je D. Kada se nade na visini 4

Sarajevo, 15.04.2023.

preslo je horizontalnu udaljenost di, a do povrSine zemlje je

horizontalna udaljenost d>. Pokazati da je tg a = dh—z. 25b)
142

Zadatak 2: Radnici su dobili zadatak da postave novi reklamni bilbord
kako bi se najavilo odrzavanje Federalnog takmicenja iz fizike. Bilbord
je postavljen na stub visine H = 9 m, duzina njegove gornje i donje
stranice je @ = 504cm, a duzina boc¢nih stranica iznosi b = 238 cm
(pogledati sliku). Bilbord je sastavljen od 2 dijela: tanki ram 1 ploc¢a sa
reklamom. Ploca sa reklamom napravljena je od aluminija povrSinske

p kg . .. .- .
gusto¢e caL= 9,7 — Masa stranice rama koja ima duZinu a je ma= 110

kg, a my= 50 kg je masa bocne stranice duZine b. Plan je bio da se bilbord
postavi pod uglom od 9° u odnosu na vertikalnu ravan ali su radnici ve¢
bili umorni i odlucili su da otprilike nagnu bilbord za neki ugao umjesto
da rade precizna mjerenja. Zbog umora njihova procjena bila je jako loSa
i bilbord je bio naget za 6 = 19° u odnosu na vertikalnu ravan. Zbog velike
greske u procjeni, bilbord nije dugo izdrzao i ve¢ prvim udarom vjetra
njegova gornja stranica se otkacila i bilbord je poceo da pada tako $to je

LILALTTEVLILLAT

rotirao oko ose koja prolazi kroz donju stranicu sve dok ne udari o stub. Nakon udara o stub i druga
stranica se otkaci i bilbord pada vertikalno nanize prema tlu. Izracunati ugaonu brzinu ® koju
bilbord ima pri udaru o stub, te ukupno vrijeme potrebno da vrh bilborda dotakne tlo. Smatrati da
se svi dijelovi bilborda nalaze u jednoj ravni (zanemarive debljine) i da se sve vrijeme krecu kao

mi?

jedna cjelina. Moment inercije Stapa oko jednog njegovog kraja racuna se po formuli I = -

gdje je /[-duzina Stapa i m-masa Stapa. (25 b)



Zadatak 3: Europa je jedan od cetiri najveca Jupiterova satelita i smatra se jednim od
najperspektivnijih mjesta za traZzenje vanzemaljskog Zivota u naSem Suncevom sistemu. Vjeruje
se da ima podzemni okean, koji sadrzi dva puta viSe vode od svih Zemljinih okeana zajedno.
Procjenjuje se da je ovaj okean dubok oko 100 kilometara, §to je otprilike 10 puta dublje od
Zemljinih okeana.

3

Olaksice radi, u ovom zadatku pretpostavimo da je Europa homogena i potpuno sac¢injena od vode.

a)

b)

Ukoliko zanemarimo rotaciju Europe, odredite pritisak u njenom sredistu. Radijus Europe

iznosi 1560km, a gustina vode je 1000 %. Gravitaciona konstanta je y =
3

6.674 x 1071 ——. Ukratko objasnite kako bi se ovaj pritisak promijenio ukoliko
kg s?

bismo uzeli u obzir i rotaciju? (12 b)

Vjeruje se da je Evropa prekrivena debelim slojem leda, ali ispod leda postoji ogroman
podzemni okean slane tecne vode. Uprkos velikoj udaljenosti od Sunca, ova voda se ne
moze sva zamrznuti. Ukratko objasnite Sta sprjecCava Europine okeane da se ¢itavi zamrznu.
(3b)

Ukoliko bi se sva Europa ipak uspjela pretvoriti u led, koliko bi se promjenilo trajanje
jednog dana na Europi? Jedan dan na Europi koja je ¢itava od vode traje 3.55 Zemljinih
dana. Gustina leda iznosi 0.916 gustine vode. (10 b)

Zadatak 4: U vertikalnom cilindru zatvorenom sa oba kraja nalazi se masivan klip sa ¢ije se obje
strane nalazi po jedan mol vazduha. U ravnoteznom stanju na temperaturi 7 = 300 K zapremina
gornjeg dijela cilindra je n = 4 puta veca od zapremine donjeg dijela. Na kojoj temperaturi ¢e
odnos dvaju zapremina biti " = 3? (25 b)

Napomena: Vrijeme predvideno za izradu zadataka je 3 sata. Nije dozvoljena upotreba pomocne

literature. Dozvoljena je upotreba kalkulatora.
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A: MEHANIKA I TERMODINAMIKA
RjeSenje 1:

d =v,cos(a)t

h=v, sin(c )t —%gt2

(7b)
Eliminacijom parametra ¢
d2
h=rgla)d -—55—5—
2v0 COS (Ot) (3 b)
Maksimalni domet je
Do 2vpsinacosa g _sinacosa
Uvrstavajuéi u prethodnu jednacinu dati izraz imamo:
(@) - rg(a)
h=tg\la)d —tglo )—
D (6 b)

Ova kvadratna jednacina ima dva rjeSenja, a zbog simterije parabole, horizontalna udaljenost od
tatke M do tacke B je isto kao horizontalna udaljenost od tacke A do tacke N koja je na istoj visini
kao tatka M. Proizvod tih rjeSenja (Vietova formula):

dldz = h_D
tg(or) (6 b)
N M
h h
A/« L B
: dl d2
D
d,



RjeSenje 2:

Da bi nasli ugaonu brzinu bilborda pri udaranju u stub koristiti ¢emo se zakonom odrzanja
energije. Jasno je da se ukupna gravitaciona potencijalna energija koju bilbord ima u poc¢etnom
trenutku pretvara u kineticku energiju rotacije:

1
Mghh =2 1w?, (3b)

gdje je:
kg
M=2mg,+2my+0,ab=2%110kg + 2+ 50kg + 9,7 W*5,04m*2,38m
=436,3kg (1b)
b b b
Ah=hz—hl:H—b+§Cos(9)—H+b+§=§(Cos(9)+1)

2,38m
T2

(cos(19°) +1) =2,315m (1b)

M — ukupna masa bilborda, A — visinska razlika polozaja centra masa na pocetku i kraju rotacije

Moramo na¢i 1 ukupan moment inercije bilborda, njega ¢emo dobiti tako kao sumu momenata
inercije svih dijelova koji se krec€u, to jeste 2 bo¢ne stranice, gornja stranica i ploca. Kada bilbord
posmatramo sa boc¢ne strane primjetimo da ploc¢a i bo¢ne stranice izgledaju kao Stapovi koji se
okrecu oko jednog svog kraja pa ¢emo njihove momente inercije izracunati na sljedeci nacin:

Ga.ab % b? 9,7% 5,04 m 2,38 m * (2,38 m)?
mp *b? 50 kg * (2,38 m)?
=37 3

= 219,7 kgm? (2b)

= 94,4 kgm? (2b)
Takoder primjetimo da moment inercije gornje stranice rama mozemo racunati kao moment
inercije tacke oko ose koja prolazi kroz donju stranicu bilborda:

I; =mg xb?> =110 kg * (2,38 m)? = 623,1 kgm? (2b)

Ne uzimamo u obzir moment inercije donje stranice jer ona ostaje fiksirana. Na osnovu ovoga
mozemo dobiti ukupan moment inercije bilborda koji rotira oko ose koja prolazi kroz njegovu
donju stranicu:

I= 1 +2L +I; = 219,7 kgm? + 2 x 94,4 kgm? + 623,1 kgm?
=1031,6 kgm? (1b)

Sada mozemo naci ugaonu brzinu koju bilbord ima pri udaru o stub:



2MgAh |2 %4363kg*9,8173%2,315m rad
=171 ° 1031,6 kgm? =438 — (3b)

Sada ¢emo naci ukupno vrijeme padanja bilborda. Ugaono ubrzanje dobiti ¢emo iz:

Mg = la, (2b)
gdje je Mr moment sile koja djeluje na bilbord. U naSem slucaju imamo samo gravitacionu silu
koja djeluje na bilbord pa ¢e ukupan moment sile biti:

b
My =5 Mg * Sin(19°) = 1658,2 Nm (1b)

Sada mozemo dobiti ugaono ubrzanje:

_ My _ 1658,2 Nm 161 rad 1b
T T10316kgmz . 0 s2 (1b)

Vrijeme potrebno da bilbord udari u stub dobijamo iz:

at?
¢ = > (0.5b)

gdje je ¢ ugao koji opise centar mase bilborda a ono iznosi ¢ =7 — 0 = 2,81 rad

2(r—0) 2*2,817‘01d_187 2h
b= a - rad _ °'S (2b)

161 —%

Drugi dio kretanja ¢e biti slobodan sa visine h = H — 2b = 4,24 m. Iz izraza za predeni put
slobodnog pada:

h=2—, (0.5b)

mozemo dobiti vrijeme #>:

2(H-2b) [2+424m
t, = = =093s (2b)
m
g 9,81 =2

Ukupno vrijeme kretanja bilborda do udara o tlo na kraju iznosi:

RjeSenje 3: a)
PokaZimo kako je unutar samog satelita gravitaciono polje linearna funkcija od ». Uzmimo
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ymM(r) yM(r)
9= =7 ab
Kako je gustina satelita na svakom dijelu jednaka (aproksimacija), primje¢ujemo da

Myor _ M(r)
R 13

(1b)

Ukoliko izrazimo M(r) iz navedene jednacine, i uvrstimo u prvu jednacinu, imamo:

M S ypnR®
YV Mot 5 3 _x
=2 =T = gzvyemr (1b)

Posmatrajmo sada komad mase iznad nekog proizvoljnog rastojanja »<R. Srednja jacina polja u
kojoj se taj komad mase nalazi iznosi:

4 4
G+ G, 3pmyr+zpnyR 2
Gsr = 2 = 2 = 5,0717(7‘ +R) (2b)

Gravitaciona sila koja djeluje na ovaj komad mase je:
2
F=Am-Gy = pAS(R —71) -§pny(r +R) (1b)
odnosno

2
F= §)/7TASp2(R2 —-r2) (1b)
Dakle, pritisak na rastojanju » od centra Europe je:
2 2(p2 2
p=5ynp°(R* —1%) (1b)

U centru satelita, ¥=0, stoga

2
p(0) = zmyp*R* (1b)
Uvrstavaju¢i numericke vrijednosti, ovaj rezultat postaje:
p(0) = 340 MPa (1b)

Razlika u pritisku izmedu rotirajuce i1 nerotirajuc¢e Europe zavisi od brzine rotacije i drugih faktora
kao Sto su gustina, viskoznost, temperatura... Opcenito, rotacija satelita stvorit ¢e ispupcenje na
ekvatoru, Sto rezultuje povecanjem pritiska u blizini ekvatora i smanjenjem pritiska u blizini
polova. Za ravnomjerno rotiraju¢u homogenu Europu sa konstantnom gustinom, pritisak u centru
¢e biti nizi od nerotiraju¢e Europe iste veli¢ine i gustine. To je zato $to rotacija smanjuje efektivnu
tezinu fluida iznad centra satelita, Sto rezultira smanjenjem hidrostatskog pritiska u centru. (2b)



Alternativno rjesenje:

Gravitaciona sila na mali element mase moze se izraziti kao:

yM(r)pS dr
dfy =— 53—
Sli¢no, element sile pritiska je:
dF, = —=Sdp

Posmatrani djeli¢ mase je u ravnotezi, stoga

dF, = dF,
Odnosno
dp YM(r)p
= gz OGP

Uvrstavajuéi sljedeci izraz za masu proizvoljne obuhvacéene kugle radijusa » u gornju jednacinu

4r3 @
M@y = — P
3
imamo
dp _ 4 5
dr 37'[)/p r

Integrirajuci obje strane u granicama od r (proizvoljno) do R (povrsine satelita), imamo:

P(R) 4 R
- _ 2
f dp = —=mnyp f rdr
P(r) 3 r

Rjesavajuéi gornje integrale, dobivamo:

2
p(r) = p(R) + §nyp2(R2 —7r%) (4b)

Znajuci da pritisak na povrsini satelita treba biti jednak nuli, odnosno P(R)=0, kona¢no dobivamo:

2
p(r) = §ﬂyp2(R2 —r?) (1b)

Da bismo odredili pritisak u centru Europe, uzimamo »=0, §to nam daje rjeSenje:

2
p(0) = zmyp*R* (1b)

b)



Uprkos udaljenosti Europe od Sunca, njeni okeani se ne mogu u potpunosti zamrznuti zbog
gravitacionog privlacenja Jupitera, koji stvara toplotu unutar ovog satelita. Toplota se proizvodi
procesom plimskog zagrijavanja, a nastaje kada gravitaciona sila sa Jupitera uzrokuje deformaciju
(stvaranje ispupcenja na povrSini Europe), savijanje i istezanje, odnosno plimu i oseku. Ovo
savijanje stvara trenje 1 toplinu, §to pomaze da se okeani ne zamrznu. Ova toplota je dovoljna za
odrzavanje podzemnog okeana u te¢nom stanju, uprkos ekstremno niskim temperaturama na
povrsini Europe. Pored toga, ledeni omotac koji pokriva Europu djeluje kao izolator, zadrzavajuci
toplinu koju stvaraju plimne sile, Sto pomaZe u odrzavanju stabilnog temperaturnog gradijenta
unutar satelita, Sto dodatno podrzava postojanje okeana tecne vode ispod ledenog omotaca. (3b)

c)
KoriStenjem zakona ocuvanja momente impulsa, moZemo napisati:
Lw, =Lw, (2b)
gdje se indeks 1 odnosi na Europu od vode, a indeks 2 na Europu od leda. Nova ugaona brzina je:

I
0)2 = _(l)l
I

Trajanje dana na satelitu obrnuto je proporcionalno ugaonoj brzini, stoga:

2m 21 IZT (1b)
2 = —_— = = — 1
w, L I
I, 1

Razlika u trajanju dana (za koliko se trajanje dana promjeni) je:

I

AT:TZ_Tl:I
1

I
T, —T, = (ﬁ— 1) T, (1b)

Potrebno je jos odrediti odnos momenata inercije. Budu¢i da su gustine vode i leda razlicite, jasno
je da ¢e se promijeniti zapremina satelita (s obzirom da masa mora ostati konstantna). Prema tome:

my=my=m, piV3= p;V,

Odnosno,
V, Ry’
Ve R
P2 Vi Ry
Osim toga, moment inercije za ovaj satelit je:
2
Il = kalz = k'mV1§

2
I, = kmR,* = k'mV,3 (1b)

10



Prema tome,

= (E-n)n=( () ~1)n= (@) -1)n=((oa) ~1)n ew

Kona¢no, imamo:

winN

AT = 0.06024 T; (1b)
Odnosno, dan bi se povecao za:

AT =5.132h (1b)
RjeSenje 4:
Jednacina stanja idealnog gasa za gornji 1 donji dio cilindra je
piVi = nRT, (p1 + px)V, = nRT, (2+3b)

gdje je n = 1 mol. Dijele¢i ove jednacine i uvazavajuci da na temperaturi 7 vrijedi V, = V; /n za
pritisak klipa dobijamo

rk =pr1(—1). (1) (3b)
Na novoj temperaturi T, kada je V,' = V,'/n’, pritisak klipa je nepromijenjen
Pk =pi'(M —1). 2 (5b)

Obzirom da se broj molova u gornjem i donjem dijelu cilindra ne mijenja pri promjeni temperature,
jednacina stanja idealnog gasa vodi na

P _ pivy A
=3 = T=TBR 3) (3b)

Da bi odredili novu temperaturu T’ trebaju nam odnosi p; /p; i V4 /V;. 1z jednaéina (1) i (2) lako
dobijamo

P71 4) (2b)
Ukoliko sa V oznac¢imo ukupnu zapreminu cilindra, mozemo pisati
41 , v
V= Vl +—= V1 + 2
n n
odakle nalazimo

11



vi _ n@am
Vi n(+nr) ) (4D)

Koriste¢i (4) i (5) temperaturu T’ nalazimo iz (3)

—-17'(1 +
T'=T", n( '7,)=300K
n'—1n(1+n)

12



XXVII Federalno takmicenje iz fizike za u€enike srednjih skola

Grupa B - Elektromagnetizam, oscilacije 1 talasi

Prirodno-matematicki fakultet Sarajevo, 15. april 2023.

1. Sonar je uredaj koji koristi ultrazvucne valove za otkrivanje objekata u vodi 1 obi¢no se nalazi
na dnu broda. Salje kratke pulsirajuée zvuéne valove u vodu, a zatim detektuje odraz (ekho) tih
valova od objekata u vodi koje dalje analizira da bi odredio udaljenost, veli¢inu 1 oblik objekta.
Istrazivacki brod usidern je u moru sa sonarom koji koristi ultrazvu¢ne valove frekvencije od 100
kHz. Brzina zvuka u vodi je 1500 m/s.

a) Koja je minimalna frekvencija zvuka za koju mozemo re¢i da je ultrazvuk?

b) Koja je minimalna duZina ribe koju sonar moze detektovati?

c) Nakojoj udaljenosti se riba nalazi ako sonar detektuje odraz ultrazvu¢nog vala nakon 0,1
sekunde?

d) Koliku frekvenciju detektuje sonar ako se ultrazvuk odbio od ribu koja vertikalno zaranja
brzinom 10 cm/s ?

2. Cetiri provodnika otpora 1 Q,2 Q, 3 Qi 4 Q spojena su tako da je njihov ukupni otpor 1 €.

a) Nacrtati shematski prikaz ove veze.
b) Ako se ova veza spoji na izvor istosmjerne struje, kolika je snaga struje u provodniku
otpora 2 () ako provodnikom otpora 3 () tece struja jacine 3 A?

3. Cestica mase m=1,89-10"°kg sa pozitivnim naelektrisanjem ¢=1,83-107° C ulijeée u
kondenzator kroz donju, negativno naelektrisanu, plocu pod uglom 20° u odnosu na plocu,
podetnom brzinom v,=7,43- 10* ?, na udaljenosti 5 cm od pocetka plo¢e. Kondenzator je

vertikalno podjeljen na dvije sredine: vazduh i dielektrik relativne dielektricne permitivnosti &,=2.
Dielektrik se nalazi na udaljenosti 8,9 cm od poéetka ploce. Cestica dostiZe svoju maksimalnu
visinu na ulazu u dielektrik. Plo¢e kondenzaotra su kvadratnog oblika stranica »=20 cm.
Udaljenost izmedu ploca je 14,5 mm. Plo¢e su naelektrisane jednakim naelektrisanjem Q=2 -
1079 C i unutar vazdu$nog dijela kondenzatora postoji homogeno elektri¢no polje jacine

E=4998,68 g

a) Koliko je potrebno Cesitici da ponovno udari o donju plo¢u? Nacrtati odgovarajucu sliku.
Na kojoj udaljenosti ¢e Cestica pasti u odnosu na desni kraj ploce kondenzatora?

b) Koliki je ukupni kapacitet posmatranog kondenzatora? Izracunati napon na
kondenzatoru?

13



NAPOMENA: ¢, za vazduh uzeti priblizno &,=1, a za &, = 8,85 * 10712 % Zadatak pod b)

moze se uraditi neovisno od zadatka pod a).

4. Homogeni metalni Stap mase m = 1 kgiduZzine H = 0,74 m objeSen je jednim krajem o tacku
O tako da oko nje moze slobodno da rotira u ravni crteza. Stap dodiruje Zicu &ija otpornost po
jedinici duZine iznosi v = 1 Q/m i koja je postavljena na udaljenosti h = 0,5 m od tacke O.
Pocetak zice A nalazi se na L = 1 m od tacke dodira zice i Stapa kada je Stap postavljen u vertikalni
poloZaj. Sistem se nalazi u homogenom magnetnom polju indukcije B = 1T ¢iji je pravac
normalan na ravan crteza. Zanemariti sve otpornosti u kolu osim otpornosti pomenute horizontalne
zice. Svi dijelovi kola, osim Stapa, su fiksirani. Smatrati da Amperova sila djeluje u tacki koja se
nalazi na sredini dijela Stapa kroz koji tece struja. Zanemariti medusobnu interakciju provodnika.
Odrediti elektromotornu silu baterije ako Stap otklonjen za ugao @ = 30° od vertikale ostaje u tom

polozaju (slika).

=

Vrijeme predvideno za izradu zadataka je 180 minuta. Dozvoljena je upotreba pribora za
crtanje i pisanje, kao i kalkulatora.

ZELIMO VAM MNOGO ZNANJA I USPJEHA!
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XXVII Federalno takmicenje iz fizike za u€enike srednjih skola

Grupa B - Elektromagnetizam, oscilacije 1 talasi

Prirodno-matematicki fakultet Sarajevo, 15. april 2023.

RjeSenja

1. Sonar je uredaj koji koristi ultrazvucne valove za otkrivanje objekata u vodi 1 obi¢no se nalazi
na dnu broda. Salje kratke pulsirajuée zvuéne valove u vodu, a zatim detektuje odraz (ekho) tih
valova od objekata u vodi koje dalje analizira da bi odredio udaljenost, veli¢inu 1 oblik objekta.
Istrazivacki brod usidern je u moru sa sonarom koji koristi ultrazvucne valove frekvencije od 100
kHz. Brzina zvuka u vodi je 1500 m/s.

e) Koja je minimalna frekvencija zvuka za koju mozemo reci da je ultrazvuk?

f) Koja je minimalna duZzina ribe koju sonar moze detektovati?
g) Na kojoj udaljenosti se riba nalazi ako sonar detektuje odraz ultrazvu¢nog vala nakon 0,1

sekunde?
h) Koliku frekvenciju detektuje sonar ako se ultrazvuk odbio od ribu koja vertikalno zaranja

brzinom 10 cm/s ?

RjeSenje:

a)
b)

d)

Donja granica ultrazvuka je 20 kHz.

Minimalna duZzina ribe koju sonar moZze detektovati odgovara
talasnoj duzini ultrazvu¢nog vala i moze se izraCunati prema
formuli:

A ===0015m = 1,5 cm.

Y

Dakle, minimalna duzina ribe koju sonar moze detektovati je
oko 1,5 cm.

U naSem slucaju, brzina zvuka u slanoj vodi je 1500 m/s, a
vrijeme koje je potrebno da se ultrazvucni val vrati natrag do

sonara iznosi 0,1 s. Stoga je udaljenost:

d _vxt_ 75
== m.

Najprije ¢emo izracunati frekvenciju zvuka koji se odbije od
ribu, f., po formuli za Dopplerov efekat kad se prijemnik
udaljava od izvora:
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v =,
fr = ——f =9999333 Hz, (6)

gdje je f frekvencija sonara, a v, brzina ribe.

Sada riba postaje izvor talasa, a frekvenciju koju brod detektuje
rauna se prema

v
= = 99986,66 Hz.
fb v+ v, fr z (6)

SUM: 20

2. Cetiri provodnika otpora 1 0,2 Q, 3 Q i4 Q spojena su tako da je njihov ukupni otpor 1 Q.

c) Nacrtati shematski prikaz ove veze.

d) Ako se ova veza spoji na izvor istosmjerne struje, kolika je snaga struje u provodniku
otpora 2 () ako provodnikom otpora 3 () tece struja jacine 3 A?

RjeSenje:
a) Paralelna veza izmedu provodnika od 2 (), provodnika od 4 € 1
serijske veze provodnika od 1 1 3 € ¢e dati ukupni otpor od
1 Q. (slika)
1Q 30
A B
4 Q)
C D
20
E F
LZ 1 + 1 + 1 = R, =1Q (10)
R, 1Q+3Q 2Q 4Q
b) Ako provodnikom otpora 3 Q teCe struja jacine 3 A, znaci da

ista struja teCe i kroz provodnik 1 Q, pa ¢e razlika potencijala
izmedu tacaka A i B biti:

U,=3A(1Q+3Q)=12V. Q)

Posto se radi o paralelnoj vezi, vrijedi:

Uy =Ucp =Upp. @



Snaga struje u provodniku otpora 2 () je:

2 U? 12 V)32 4)
P:UJ:U—:i:( V) =72 W. (
R 2Q 20

SUM: 20

3. Cestica mase m=1,89-10"1 kg sa pozitivnim naelektrisanjem ¢=1,83-10° C ulijeée u
kondenzator kroz donju, negativno naelektrisanu, plo¢u pod uglom 20° u odnosu na plocu,
podetnom brzinom v,=7,43- 10* ?, na udaljenosti 5 cm od pocetka plo¢e. Kondenzator je
vertikalno podjeljen na dvije sredine: vazduh i dielektrik relativne dielektri¢éne permitivnosti &=2.
Dielektrik se nalazi na udaljenosti 8,9 cm od poéetka ploce. Cestica dostize svoju maksimalnu
visinu na ulazu u dielektrik. Plo¢e kondenzaotra su kvadratnog oblika stranica »=20 cm.
Udaljenost izmedu ploca je 14,5 mm. Ploce su naelektrisane jednakim naelektrisanjem Q=2 -
1079 C i unutar vazdu$nog dijela kondenzatora postoji homogeno elektri¢no polje jacine

E=4998.68 g

c) Koliko je potrebno Cesitici da ponovno udari o donju plocu? Nacrtati odgovarajucu sliku.
Na kojoj udaljenosti ¢e Cestica pasti u odnosu na desni kraj ploce kondenzatora?

d) Koliki je ukupni kapacitet posmatranog kondenzatora? Izracunati napon na
kondenzatoru?

NAPOMENA: ¢ za vazduh uzeti priblizno &=1, a za &, = 8,85 * 10712 % Zadatak pod b)

moze se uraditi neovisno od zadatka pod a).

RjeSenje:

Na osnovu teksta crtamo sljedecu sliku: 2)
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b

Kretanje je potrebno podijeliti na dva dijela, kada se Cestica
kre¢e kroz vazduh i kroz dielektrik. 0,5)

Primjecujemo da se za prvi dio kretanja radi o kosom hicu:

x = v, cos(a)t, (0,5)
at? 0,5)

y = v, sin(a)t — -

Sa slike se vidi da je udaljenost koju Cestica prede dok se
nalazi u zraku:

x=1—-k. 0,5)
Vrijeme prolaska kroz zrak ra¢unamo kao:
l—k
t= =5-10""s. M
v, COS &

Na cesticu u polju £ djeluje sila gravitacije (koju u dobroj
aproksimaciji mozemo zanemariti) i elektrica sila. Pa iz II
Newtnovog zakona slijedi:

E m
ma=mg+qE—>a=g+%=4,83-1010S—z. )

Da bi ispitali kretanje Cestice u dielektriku potrebno nam je
jos informacija o kretanju Cestice u vazduhu.

v, = v, cos(a) = const = 70046 g (0,5)

vy, = v, sin(a) — at.
U zadatku je naglaseno da Cestica ulijece u dielektrik na
maksimalnoj visini putanje. /mqx racunamo po formuli:

12 (sin a)? 1
hmax = % = 0,0066 m = 0,007 m. 1)

Drugi dio kretanja je kroz dielektrik. Jasno je da se radi o
horizontalnom hicu jer kada ¢estica dostigne /max : v,=0, a ?2)
vy=const.
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Kretanje kroz dielektrik po y osi se odvija po formuli:
aty 2 0,5)
Rmax = T .
Posto se Cestica nalazi u dielektriku elektri¢no polje E;
mozemo izraziti preko elektricnog polja E u vazduhu kao:

E N
E, = — = 2499,34 — , ©)
& C
pa se 1 izraz za ubraznaje modifikuje:
E m
0, =g+ p42.100 2 M
m S

Dobijamo vrijeme padanja kroz dielektrik kao:

2)
’2h (
t, = % =7,04-107s.

Domet Cestice kroz dielektrik ra¢unamo kao:

X1 = Vxt; = 4.9 cm. 0,5)
Ukupni domet raunamo kao
Xq =% +x =288cm. 0,5)
Udaljenost od desnog kraja kondenzatora oznacit ¢emo sa z:
z=b—x4—k=6,2cm. 0,5)
Ukupnno vrijeme padanja je:
ty=t+t, =12,17-1077s. 0,5)
b) Kapacitet kondenzatora racunamo kao ukupni kapacitet dva A3
kondenzaora kapaciteta C; i C vezanih paralelno.
C = ge, rE M
gdjeje S =1b,
paslijedi daje C=11,3 pF. a
S1
C1 = €081 d’
gdjeje §; = (b — Db, (e))
paje C1=27,9 pF. a
Ukupan kapacitet paralelno vezanih kondenzatora raCunamo
po formuli:
Cy=C+C1=39,1 pF. (1,5)
Napon kondenzatora racunamo je:
U= 2 =51,1V. (L.S)
Cy
SUM: 30
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4. Homogeni metalni Stap mase m = 1 kgiduzine H = 0,74 m objeSen je jednim krajem o tacku
O tako da oko nje moZe slobodno da rotira u ravni crteza. Stap dodiruje Zicu &ija otpornost po
jedinici duzine iznosi ¥ =1 (Q/m i koja je postavljena na udaljenosti h = 0,5 m od tacke O.
Pocetak zice A nalazi se na L = 1 m od tacke dodira Zice i Stapa kada je Stap postavljen u vertikalni
poloZaj. Sistem se nalazi u homogenom magnetnom polju indukcije B = 1T ¢iji je pravac
normalan na ravan crteza. Zanemariti sve otpornosti u kolu osim otpornosti pomenute horizontalne
zice. Svi dijelovi kola, osim Stapa, su fiksirani. Smatrati da Amperova sila djeluje u tacki koja se
nalazi na sredini dijela Stapa kroz koji tece struja. Zanemariti medusobnu interakciju provodnika.
Odrediti elektromotornu silu baterije ako Stap otklonjen za ugao @ = 30° od vertikale ostaje u tom

polozaju (slika).

RjeSenje:

A H

Otpornost dijela zice kroz koji protice struja iznosi:
R=7r(L+x) =1L + h tana), A3
pa prema Ohmovom zakonu kroz §tap protice struja:
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I E €
"R r(L+htana)’

Duzina dijela Stapa kroz koji protice struja je:

Il = +h?2+x%2 = h41l+tan?a

Intenzitet Amperove sile koja djeluje na Stap je

hv1 + tan? a
r(L + htan @) B
Da bi Stap bio u ravnotezi moment sile Zemljine teze i
moment Amperove sile treba da budu jednaki:
M; =M,

F,=1IB =

M, =mg Esin a
[ IlI°B h?:sB(1+ tan® a)
FAE 2 T 2r(L + htana)
Trazena elektromotorna sila je:
mgHr(L + htana) sina
h? B(1 + tan? )
e = 14 V.

M2:
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(C))

(&)

)
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XXVII Federalno takmicenje iz fizike za u¢enike srednjih skola
Prirodno-matematicki fakultet Sarajevo, 15.4.2023. godine
GRUPA C - OPTIKA, ATOMSKA I NUKLEARNA FIZIKA

1. Jedan od najvecih objekata na kojima je eksperimentalno potvrdena De Broglijeva hipoteza o
dualnoj prirodi materije je molekula fulerena Czy koja se sastoji od 60 ugljikovih atoma
rasporedenih u strukturu nalik na fudbalsku loptu (slika 1a). U beckom eksperimentu iz 1999.
godine (slika 1b), kolimisani snop molekula fulerena brzine v = 200 m/s usmjeren je
okomito na difrakcionu resetku konstante d = 0.10 um. Detektor na kojem je posmatrana
difrakciona slika nalazio se na rastojanju L = 1.25 m od difrakcione resetke.

(b) difakso
r:e}etka detektor

kolimator

Slika 1. (a) Molekula fulerena b) Principijelna Sema eksperimenta difrakcije molekule fulerena.

a) 1) Dokazati da se rastojanje (u pravcu okomitom na pravac upadnog snopa) izmedu
susjednih difrakcionih maksimuma na detektoru moze racunati po relaciji:

L-h
Ax = .
d-mwv

i1) [zraCunati Ax.
Mozete koristiti aproksimaciju sinx =~ tgx ~ x za |x| < 1. Relativna atomska masa
atoma ugljika je 12.
(15 bodova)

b) Difrakciona slika na ekranu/detektoru potvrduje talasna svojstva Cestica. Posmatrajmo
difrakciju Cestica kroz samo kroz jednu pukotinu u pravcu x-ose, slicno kao na slici 2:

Slika 2. Odredivanje vertikalnog polozaja Cestica pomoc¢u horizontalne pukotine

Dokazi da vrijedi Heisenbergova relacija neodredenosti u vertikalnom pravcu:

h
Ay-ApyZE
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(10 bodova)
Konstante za 1.zadatak: h = 6.626 - 1073* Js,u = 1.66 - 10727 kg

2. Stanja atoma sa velikim glavnim kvantnim brojem se nazivaju Rydbergova stanja. Kada se
atomi vodika pobude u ova stanja monoenergetskim mlazom elektrona, tada intenzitet
svjetlosti koja se emituje prilikom njihove relaksacije pulsira sa osnovnom frekvencijom v, =
243.6 MHz. Procijeniti do kojeg glavnog kvantnog broja su pobudeni atomi vodika i kolika je

energija elektrona (u eV) u pobudnom snopu. Potrebne konstante: R = 1.097 - 10’ m™1,¢ =
m

2.998 - 108 e =1602- 107 C,h = 6.626 - 10734 Js.
(25 bodova)
3. Ekstrasolarne planete ili egzoplanete su planete izvan Suncevog sistema. U vecini slu¢ajeva ih
je nemoguce vidjeti ni najboljim teleskopima (predaleko su i svjetlost mati¢ne zvijezde ih
potpuno zasjeni), ali ipak se, koriste¢i zakone fizike, mogu detektovati. Prva egzoplaneta je
detektovana prije 30-ak godina, a do danas ih je pronadeno preko 5000.

U ovom zadatku proucavamo egzoplanete koje kruze oko zvijezde TOI-700, udaljene oko 100
svjetlosnih godina od Suncevog sistema. Zvijezda TOI-700 je crveni patuljak polupre¢nika R =
2.922 - 10° km. U dobroj aproksimaciji, ovu zvijezdu mozemo analizirati kao apsolutno crno tijelo
za koje je maksimum emisione mo¢i na talasnoj duzini 4,,, = 832.8 nm.

a) Koriste¢i Vinov zakon, odrediti povrSinsku temperaturu zvijezde.
b) Koriste¢i Stefan-Bolcmanov zakon, izraunati snagu zracenja sa zvijezde.

Oko zvijezde TOI-700 kruze 4 planete. Apsorbiraju¢i zracenje maticne zvijezde, temperatura
planete raste. S druge strane, planeta sama zraci kao apsolutno crno tijelo. U ravnoteZznom stanju,
temperatura planete ¢e dosti¢i konstantnu vrijednost. Pretpostaviti da je efektivna povrSina planete
prilikom pada zracenja sa zvijezde na nju krug i da planeta apsorbuje svo zracenje koje na nju
padne.

¢) Dokazati da za ravnoteznu temperaturu planete vrijedi

T, =T R
P 2d

gdje je T povrSinska temperatura zvijezde, R poluprecnik zvijezde, a d udaljenost izmedu zvijezde
1 planete.

d) Koriste¢i formulu iz dijela c), izraunati ravnotezne temperature (u K i °C) za najblizu

(TOI-700b) 1 najdalju (TOI-700d) planetu. Udaljenost planete TOI-700b od mati¢ne zvijezde je
1.0128 - 101° m, a udaljenost planete TOI-700d od mati¢ne zvijezde 2.443 - 101° m. Na kojoj
planeti je, po ovom proracunu, veca Sansa za postojanje zivota sli¢nog zivotu na Zemlji?

Napomena: navedena procedura daje prvu procjenu temperature planete. Zanemareni su
koeficijent refleksije zracenja sa planete, rotacija planete, postojanje atmosfere i efekta staklenika,
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postojanje radioaktivnih izvora toplote unutar planete, pa konacni rezultat moze znacajno varirati
u odnosu na prvu procjenu.

w
m2K4’

(25 bodova)

Vinova konstanta je b = 2.898 - 1073 K - m, a Stefan-Bolcmanova o = 5.67 - 1078

4. Proton ukupne energije E elasti¢no se sudara sa drugim protonom u mirovanju (u odnosu na
laboratorijski sistem). Nakon sudara dva protona se rasprse simetricno pod uglom + % u odnosu

na pocetni pravac kretanja protona. Razmatrajuéi kretanje u odnosu na laboratorijski sistem,
potrebno je dokazati da vrijedi

E-E,
O = E3E,

ri ¢emu je E, energija mirovanja protona.
0

Koja je vrijednost ugla ¢ kada se prvi proton ubrza iz stanja mirovanja razlikom potencijala od
1.5 - 10° V prije sudara sa drugim protonom?

Potrebne konstante: e = 1.6 - 107'° C, m;, = 1.67 - 1072 kg, ¢ = 3 - 10° %

(25 bodova)
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XXVII Federalno takmicenje iz fizike za u¢enike srednjih skola
Prirodno-matematicki fakultet Sarajevo, 15.4.2023. godine
GRUPA C - OPTIKA, ATOMSKA I NUKLEARNA FIZIKA

Rjesenja i smjernice za bodovanje

1. Jedan od najvecih objekata na kojima je eksperimentalno potvrdena De Broglijeva hipoteza o
dualnoj prirodi materije je molekula fulerena Czy koja se sastoji od 60 ugljikovih atoma
rasporedenih u strukturu nalik na fudbalsku loptu (slika 1a). U beckom eksperimentu iz 1999.
godine (slika 1b), kolimisani snop molekula fulerena brzine v = 200 m/s usmjeren je
okomito na difrakcionu reSetku konstante d = 0.10 um. Detektor na kojem je posmatrana
difrakciona slika nalazio se na rastojanju L = 1.25 m od difrakcione resetke.

d)

@ (b) difrakciona
reSetka
_rerna /e Ca:ektor

kolimatori

Slika 1. (a) Molekula fulerena b) Principijelna Sema eksperimenta difrakcije molekule
fulerena.

1) Dokazati da se rastojanje (u pravcu okomitom na pravac upadnog snopa) izmedu
susjednih difrakcionih maksimuma na detektoru moze racunati po relaciji:

Lh
Ax = .
dmwv

i1) IzraCunati Ax.
Mozete koristiti aproksimaciju sinx =~ tgx ~ x za |x| < 1. Relativna atomska masa
atoma ugljika je 12.
Konstante:h = 6.626 - 1073* Js,u = 1.66-107%7 kg
(15bodova)
Difrakciona slika na ekranu/detektoru potvrduje talasna svojstva Cestica. Posmatrajmo
difrakciju Cestica kroz samo kroz jednu pukotinu u pravcu x-ose, slicno kao na slici 2:

Slika 2. Odredivanje vertikalnog poloZzaja ¢estica pomocu horizontalne pukotine
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Dokazi da vrijedi Heisenbergova relacija neodredenosti u vertikalnom pravcu:

Ay -A h
(10 bodova)
RjeSenje:
a) i)
difrakciona resetka
/'/’%{/
T 2l
B
e e
e o b
/'/ =
E e B -_ — ///
1 SISl
d N
E.‘. L -
(2b)
De Broglijeva talasna duzina molekule fulerena je:
h
A=— (2b)
Pri ¢emu je masa fulerena m = 60 - 12u = 720u. (1b)

Na slici je predstavljena geometrija eksprimentalne postavke, gdje je x udaljenost k-tog
maksimuma od pravca upadnog snopa (ili od centralnog maksimuma).

Uslov za k — ti (k = 0,+1, 2, ...) difrakcioni maksimum je:
d-sind =k-A (2b)
Ako iskoristimo datu aproksimaciju (sinx = tgx), sa slike je vidljivo da je:

tg =7 (2b)
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Odnosno:
d-==1k-1
L
Za dva susjedna maksimuma mozemo pisati:
d-2=k-2
L
d-Z=(k+1)-2
Odakle dobijamo:
Ax=x2—x1=? (3b)

Odnosno, ako uvrstimo Debroglijevu relaciju:

Lh
Ax = e (1b)
ii) Ax = 35um (2b)

b) Sirina pukotine je a. Tatan polozaj gdje Gestica prolazi kroz pukotinu je nemoguée odrediti,
zbog Cega je neodredenost poloZaja Cestice jednaka a:

Ap,=p sin 0 _ _
—_—— ¥ | difrakciona
| slika
PSS = TR, A S

a

prvobitni pravac

kretanja Cestica

ekran
a=Ay (2b)

Zbog talasnih osobina Cestica, do¢i ¢e do difrakcije na pukotini, zbog cega Cestice skrecu sa svog
prvobitnog pravca prostiranja. Za difrakciju na jednoj pukotini vrijedi uslov za prvi minimum:

a-sinf =1 (3b)
Vertikalna komponenta impulsa je:

Apy, =p-sinf = % .sing =2 (3b)

a
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Q=

Ay-Ap, =a-—=h,

Sto je veée od g, ¢ime je hipoteza potvrdena. (2b)

2. Stanja atoma sa velikim glavnim kvantnim brojem se nazivaju Rydbergova stanja. Kada se
atomi vodika pobude u ova stanja monoenergetskim mlazom elektrona, tada intenzitet
svjetlosti koja se emituje prilikom njihove relaksacije pulsira sa osnovnom frekvencijom
Vo = 243.6 MHz. Procijeniti do kojeg glavnog kvantnog broja su pobudeni atomi vodika i
kolika je energija elektrona (u eV) u pobudnom snopu. Potrebne konstante: R = 1.097 -

107 m™1, ¢ =2.998 - 108 %, e=1602-10"1°C,h = 6.626 - 1073*Js.
(25 bodova)

RjeSenje:
Vo = 243.6 MHz = 2.436 - 10% Hz

Pri prelazu atoma vodika iz stanja sa ve¢im glavnim kvantnim brojem u stanje sa manjim glavnim

kvantnim brojem, emituje se foton ¢ija je frekvencija data sa:
1 1
V= RGE e

Osnovna frekvencija v, se javlja za slucaj kada je m = n + 1 i tada imamo:

1 1
o= RCE T A
2n+1
Vo =R (5 bodova)

Posto je n veliko 1 u zadatku je navedeno da se uradi procjena, mogu se iskoristiti aproksimacije
n+1=ni2n+ 1= 2n, ¢ime dobijamo da je:

2cR
Vo=
Dalje onda imamo:

2cR

nd=—

Vo
3|2cR
n= [—

Vo

522,998 - 108 7+ 1.097 - 107 m~?
n= 2.436 - 10° Hz
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n = 300 (15 bodova)
Energija elektrona u pobudnom snopu je data sa:

1

1
E = hCR(ﬁ_ﬁ)

Atome vodika je potrebno pobuditi iz osnovnog stanja (k = 1) u stanje sa kvantnim brojem n =
300, pa imamo:

1
3007

m 1
E =6.626-1073*Js-2.998 - 108 ? 1.097 - 10" m~t- (F - )

E=2179-1071 J

Da bismo dobili vrijednost energije u eV, potrebno je podijeliti dobijenu vrijednost energije u J
sa broj¢anom vrijedno$¢u elementarnog naboja e, ¢cime kona¢no imamo:

E=136¢V (5 bodova)

3. Ekstrasolarne planete ili egzoplanete su planete izvan Suncevog sistema. U vecini slucajeva
ih je nemoguce vidjeti ni najboljim teleskopima (predaleko su i svjetlost maticne zvijezde ih
potpuno zasjeni), ali ipak se, koriste¢i zakone fizike, mogu detektovati. Prva egzoplaneta je
detektovana prije 30-ak godina, a do danas ih je pronadeno preko 5000.

U ovom zadatku proucavamo egzoplanete koje kruze oko zvijezde TOI-700, udaljene oko 100
svjetlosnih godina od Suncevog sistema. Zvijezda TOI-700 je crveni patuljak polupre¢nika R =
2.922 - 10° km. U dobroj aproksimaciji, ovu zvijezdu mozemo analizirati kao apsolutno crno tijelo
za koje je maksimum emisione moc¢i na talasnoj duzini 4,,, = 832.8 nm.

e) Koriste¢i Vinov zakon, odrediti povrSinsku temperaturu zvijezde.
f) Koriste¢i Stefan-Bolcmanov zakon, izraCunati snagu zracenja sa zvijezde.

Oko zvijezde TOI-700 kruze 4 planete. Apsorbiraju¢i zracenje maticne zvijezde, temperatura
planete raste. S druge strane, planeta sama zraci kao apsolutno crno tijelo. U ravnoteznom stanju,
temperatura planete ¢e dosti¢i konstantnu vrijednost. Pretpostaviti da je efektivna povrSina planete
prilikom pada zracenja sa zvijezde na nju krug i da planeta apsorbuje svo zracenje koje na nju
padne.

g) Dokazati da za ravnoteznu temperaturu planete vrijedi

T, =T R
P 2d

gdje je T povrSinska temperatura zvijezde, R poluprecnik zvijezde, a d udaljenost izmedu zvijezde
1 planete.

h) Koriste¢i formulu iz dijela c), izraunati ravnotezne temperature (u K i °C) za najblizu
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(TOI-700b) 1 najdalju (TOI-700d) planetu. Udaljenost planete TOI-700b od mati¢ne zvijezde je
1.0128 - 101° m, a udaljenost planete TOI-700d od mati¢ne zvijezde 2.443 - 101° m. Na kojoj
planeti je, po ovom prorac¢unu, veca $ansa za postojanje zivota sli¢nog zivotu na Zemlji?

Napomena: navedena procedura daje prvu procjenu temperature planete. Zanemareni su
koeficijent refleksije zracenja sa planete, rotacija planete, postojanje atmosfere i efekta staklenika,
postojanje radioaktivnih izvora toplote unutar planete, pa konac¢ni rezultat moze znacajno varirati
u odnosu na prvu procjenu.

Vinova konstanta je b = 2.898 - 1073 K - m, a Stefan-Bolcmanova ¢ = 5.67 - 1078 mz\;}.
(25 bodova)
RjeSenje:
Postavka zadatka (1 bod)
a) Koriste¢i Vinov zakon, povrSinska temperatura zvijezde je
L
1
(1 bod)

Uvrstavanjem poznate vrijednosti talasne duzine 4,, za koju je intenzitet zracenja maksimalan,

T = 3480 K.
(1 bod)
b) Integralna emisiona mo¢ zvijezde je data Stefan-Bolcmanovim zakonom
I =0oT*
(1 bod)
Snaga zracenja sa zvijezde je
P=1-§
(1 bod)
Povrsina zvijezde je
S = 4R?m.
(1 bod)
Slijedi da je snaga
P =0T*- 4R%m.

UvrStavanjem poznatih vrijednosti,
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P =892-10%W.
(1 bod)

c¢) Energija koja u jedinici vremena prolazi kroz sferu radijusa d je ista energija koja se izra¢i u
jedinici vremena sa povrSine zvijezde:

oT* - 4R?’m =1 - 4d°m,

gdje je I' intenzitet zratenja na udaljenosti d od zvijezde.

(2 boda)
Posto je efektivna povrSina planete krug, snaga zracenja koju apsorbuje planeta je
p=I-rn
(2 boda)
Planeta kao apsolutno crno tijelo zraci izotropno te je snaga zracenja sa planete
P, = oTp - 4r°m.
(2 boda)
Po uslovu zadatka, za ravnoteznu temperaturu vrijedi
P, = P,.
oT* igzz r’m = oTy4r?n
(3 boda)
Slijedi da je
T, =T i
2d
(3 boda)
d) Za planetu TOI-700b,
Tp = 418K,
(1 bod)
tp = 144.85°C.
(1 bod)

Za planetu TOI-700d,
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Tp = 269K,

(1 bod)
tp = —4.15°C,

(1 bod)

Za 7ivot slican onom na Zemlji, neophodno je da je voda na povrSini u teCnom stanju. Vidimo da
je za planetu TOI-700d dobijena ravnotezna temperatura bliza trazenom intervalu temperatura (od
0 do 100 stepeni Celzijusa). Uzimajuéi u obzir da je zbog kombinacije ostalih efekata konac¢na
temperatura Cesto veca od ravnotezne (posebno zbog postojanja atmosfere i efekta staklenika),
postoji Sansa da temperatura ude u traZeni interval.

(Priznati svaki smisleni odgovor.) (2 boda)

4. Proton ukupne energije E elasti¢no se sudara sa drugim protonom u mirovanju (u odnosu na
laboratorijski sistem). Nakon sudara dva protona se rasprse simetri¢no pod uglom + %u odnosu

na pocetni pravac kretanja protona. Razmatrajuci kretanje u odnosu na laboratorijski sistem,
potrebno je dokazati da vrijedi

E_EO

cosp = ————,
= E+3E
pri ¢emu je E, energija mirovanja protona.

Koja je vrijednost ugla ¢ kada se prvi proton ubrza iz stanja mirovanja razlikom potencijala od
1.5 - 10° V prije sudara sa drugim protonom?

Potrebne konstante: e = 1.6 - 10~% C, m, = 1.67 - 1072 kg, c = 3 - 108 %

(25 bodova)

RjeSenje

Napomena: Obzirom da energija protona prije sudara iznosi 1500 MeV, §to je vece od energije
mirovanja protona (938.21 MeV’), potrebno je koristiti relativistiCke zakone.

P1
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(a) Prije sudara (b) Poslije sudara (c) Trougao impulsa

(3 boda)

Iz postavke jednacina za zakon odrZanja impulsa, te uzimajuéi u obzir da je intenzitet vektora
impulsa protona nakon sudara isti (slika (b)), dobije se veza intenziteta impulsa protona prije i
nakon elasti¢nog sudara:

p1 = 2p, cos (ﬂ)

2
(3 boda)
Veza energije E 1 impulsa p; dobije se iz izraza za totalnu energiju
E? = p2c? + E%
(1 bod)
te se kombinovanjem prethodnih izraza dobije relacija
(E? — Ey*) = 4p,2c?cos? (%)
(1 bod)
Impuls p, se moze eliminisati ponovnim koristenjem relacije za vezu energije i impulsa:
E% = p2c + Ky,
(1 bod)

odakle se dobija izraz

E? — E)? = 4(E,” — E,%)cos? (%)
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Eliminaciju E, je moguce izvrsiti primjenom zakona odrzanja energije:

E+ E0=2E2,

odakle se dobije
E? —E,? = (E* — 3Ey® + 2EE,)cos? (%)
odnosno
E? — E,?
cos? (f) = > 9 :
2/ E2 —3E,? + 2EE,

Uzimajuéi u obzir da vrijedi da je cosg = 2cos? (%) — 1 (2 boda), dobija se izraz:
E? + Ey* — 2EE,

E? + 2EE, — 3E,*

cosp =

(E — Eo)*
(E — Eo)(E + 3Ep)’

cosp =

Odakle se u konacnici dobija da vrijedi:

_E-E,
O = E L+ 3E,

Sto je bilo potrebno dokazati.

(1 bod)

(2 boda)

(1 bod)

(1 bod)

(4 boda)

Ako se prvi proton ubrza razlikom potencijala V, uzimajuci u obzir da je kineticka energija protona

eV dobija se izraz:

E = E,+eV,

odakle se dobija vrijednost odnosa E /Ej:
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paje

a vrijednost ugla

eV 16107115+ 10°
1+ —=1

+
mc? 1.67 - 10727 - (3 - 108)?2

E—260
E, 7
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TAKMICENJE I1Z FIZIKE ZA

UCENIKE SREDNJIH SKOLA
GRUPA D — Cjelokupna fizika

Vrijeme izrade: 240 min / 4 sata
Za racunanje dozvoljena upotreba iskljucivo kalkulatora!

SRETNO! :-)

15. April 2023.
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Zadatak 1: Povrsine gradijenta kvasenja 8.0 [bod]

U malim sistemima je od velike je vaznosti usmjereni prijenos kapljica. Medutim, da bi ovakav
prijenos bio dalekosezan, obi¢no zahtijeva vanjski unos energije. Medutim, postoji nacin da se
takav prijenos postigne pasivno, uz pomo¢ takozvanih mikrostrukturnih gradijentnih povrsina.
U ovom zadatku ¢emo razmotriti uticaj takvih povrsina na ugao kvasenja kapljica.

Dio A: Mikrostrukturne povrsine [4.2 bod]

Uticaj mikrostrukturnih povrsina na ugao kvasenja je prvo opazio njemacki bilog W. Bartholtt
1977. godine. Posmatrajuci pokvaseni list lokvanja pod mikroskopom, uocio je da se kapljice
vode balansiraju na minijaturnim Siljcima (Slika I). Upravo ovi Siljci su odgovorni za
samociscenje listova lokvanja.

Sliko 1: List lokvonjo pod mikroskopom

Kako bismo objasnili ovu pojavu, trebati ¢cemo malo detaljnije razmotriti pojavu povrsinskog
napona. Prilikom kvaSenja povrSine se trebaju uzeti u obzir slijedece interakcije:
teCnost-gas (te¢nost-plin), te¢nost-povrsina, povrsina-gas. Shodno tome, potrebno je uvesti 3
razli¢ita koeficijenta povrSinskog napona: y,;. ¥, i ¥s¢ respektivno. S tim da se y,; obi¢no
oznaCava prosto sa y . Koeficijent y predstavlja faktor proporcionalnosti izmedu sile i
duzine, odnosno energije i1 kontaktne povrsine tecnost-gas. Koeficijenti y, 5 1 y5; predstavljaju
isto, ali za interakcije te¢nost-povrsina i povrSina-gas.

Na slici 2 je dat prikaz kapljice vode na mikrostrukturnoj podlozi. Podloga je sa¢injena od
brojnih Siljaka u obliku kvadara. Geometriju povrsine opisujemo preko bezdimenzionalnog
faktora f. koji oznaCuje omjer povrsine vrhova Siljaka u odnosu na ukupnu povrsinu ravne
podloge. Primjetite da po definiciji vrijedi 0 < f < 1, gdje slu¢aj f = 1 predstavlja totalno
ravnu podlogu.
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Slika 2: Kopljica na mikrostrukturnoj povrsini (Cossie-Baxter stanje)

A.1 Izrazite ugao kvasenja kapljice na mikrostrukturnoj povrsini preko: f.y .yisi ¥sc. Uzmite
da se izmedu rupa i kapljice nalazi zrak, te da je ugao kvasenja za zrak iznosi m. Dobiveni
izraz zapiSite u pojednostavljenom obliku preko ugla kvasenja za ravnu povrSinu 8,
( Za ravnu povrsinu vazi f = 1). Napomena: Ugao kvasenja je ugao izmedu povrsine te¢nosti i
podloge.

3.0[bod]

Ukoliko su kapljice dovoljno velike, moguce je da voda prodire u rupe povrsine. Ovaj slucaj
se naziva Wenzel stanje i prikazan je na Slici 3. Slu¢aj koji smo razmotrili u dijelu Al se zove
Cassie-Baxter stanje.

Napomena: Wentzel stanje ¢emo SAMO razmotriti u dijelu A2, u ostatku zadatka uzimamo da
vazi Cassie-Baxter stanje.

Slika 3: Wentzel stanje (voda prodire u rupe).

A.2 U tabeli ispod treba prikazati kako Wentzel i Cassie-Baxter stanja za mikrostrukturne
povrsine uticu na ugao kvaSenja kapljice. Popunite prazna mjesta u tabeli sa slijede¢im
opcijama: ,,Vise hidrofobna* (ugao kvasenja se povecava), ..Vise hidrofilna* (ugao kvasenja se
smanjuje) ili ,Nema promjene”. Vas odgovor fizikalno i matematicki obrazlozite.

Napomena: Za povrsinu kaZzemo da je hidrofilna ako je ugao kvasenja izmedu 0 i % odnosno da

je hidrofobna ako je ugao izmedu g im.

1.2 [bod]
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Ravna povriina Cassic-Baxter Wentzel

Hidrofilna

Hifrofobna

-

Dio B: Gradijentne povrsine i transportne pojave [3.8 bod]

U ovom dijelu zadatka ¢emo se baviti nechomogenim mikrostrukturnim povrSinama:
takozvanim povrSinama gradijenta kvasenja. Moze se pokazati da kapljice postavljene na
ovakvim povrSinama dozivljavaju silu pogona uslijed gradijenta. Kao posljedica ovoga.
kapljice se ¢ak mogu transportovati uz strmu ravan prekrivenu gradijentnom povrSinom. Na
Slici 4 je dat 2D prikaz jednostavne gradijentne povrsine, gdje je faktor odnosa povrsine dat sa
linearnom ovisnosti: fix) = A + ax. Gdje je A bezdimenzionalna konstanta izmedu 01 l, a a
je koeficijent gradijenta (jedinica duzina™?).

f=A r=1

U ovom zadatku ¢emo kapljicu smatrati krutim tijelom (oblik kapljice se nece mijenjati
tokom kretanja). Razmatrati ¢emo poseban slucaj polusferne kapljice radijusa (polumjera) r.

| B.1 Ukoliko kapljicu postavimo na gradijentnu povrsinu, ona dobiti konstantno ubrzanje u
smjeru x ose. Pokazite da se njeno ubrzanje moze izraziti kao:
3ya
~ 2pr
v ~ . .o . . - . - we » n
Napomena: Za polusfernu kapljicu vrijedi da je ugao kvasenja na ravnoj povrsini 6, = 5

1.8[bod]

(Prisjetite se dijela Al).

Osim sile uslijed povrSinskog napona, bitno je uracunati i silu viskoznog trenja.

B.2 Uzimajuci viskozno trenje samo ovisi o brzini v, radijusu baze kapljice i koeficijentu
viskoznog trenja ), dimenzionalnom analizom izvedite izraz za silu trenja. 0.5[bod]
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Jedna od glavnih uloga mikrostrukturnih povrsina je prijenos kapljica uzbrdo. Na Slici 5 je dat
prikaz kapljice koja se iz mirovanja po¢ne kretati uz strmu ravan sa gradijentnom povrSinom.

B.3 Napisite izraz za polozaj kapljice na strmoj ravni u ovisnosti 0 vremenu X, . IzraCunajte
maksimalnu brzinu koju ¢e kapljica dostici. Razmotrite poseban slu¢aj polusferne kapljice. 1.5[bod]
Uzmite da bezdimenzionalni koeficijent u izrazu iz B2 za polusferu iznosi 6. ”

Poznate su_slijedeée veli¢ine: radijus kapljice je: r = I(mm). povrSinski napon vode

v =0.072 (%). viskoznost vode n = 0.001 1%). gustoca vode p = 1000 (%)‘ nagib strme ravni

A o - - - . . . m
© = 30 °, koeficijent gradijenta a = 0.05 (mm™"). gravitaciono ubrzanje g = 10 (=)
2
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2. ZADATAK - Elektri¢na provodljivost metala
DIO A. Ohmov zakon

Provodnici su materijali, naj¢eS¢e metali, u kojima je uredeno kretanje slobodnih Cestica, koje
nazivamo elektri¢na struja, moguce u prisustvu vanjskog elektricnog polja. Zakon koji se odnosi
na elektricnu struju intenziteta/jacine / koja protic¢e kroz provodnik sa naponom U na krajevima
tog provodnika je originalno otkriven od strane Georg Ohma i ima oblik / = U/R, gdje je R otpor
tog provodnika.

/ E Y Kt st et Razmotrite sada mali element metalnog materijala sa duzinom /
v e - 1 popre¢nim presjekom S, ¢iji krajevi su prikaceni na napon U.

. — E,} ‘ Neka je g specifi¢na elektri¢na provodljivost materijala, koja je

> j i S obrnuto proporcionalna sa specificnom elektricnom otpornoscu

p. Veli¢ina j je gustocCa struje i predstavlja elektri¢ni naboj koji

prode kroz jedinicu poprecnog presjeka u jedinici vremena.

< > Gustoca struje zavisi od gustoce broja elektrona i prosjecne
Slika 1 brzine elektrona.

1) Kako glase izrazi za otpor provodnika i jacinu elektri¢ne struje, preko novouvedenih
veli¢ina? Izvesti i1 napisati diferencijalni oblik Ohmovog zakona u skalarnom i
vektorskom obliku. (0,5 b)

2) Krenuvsi od Joule-Lenzovog zakona, koji je otkriven od strane James Joula i kasnije
od strane Heinricha Lenza, odrediti zapreminsku gustocu termalne snage Py, koja se
otpusti u provodniku tj. koli¢inu toplote generisanu od strane elektri¢ne struje po
jedinici zapremine po jedinici vremena. Svoj odgovor izraziti preko E i o. 0,5b)

DIO B. Drude-ov model

Nakon otkri¢a elektrona u 1900. godini od strane Josepha Johna Thompsona, njemacki fizi¢ar Paul
Drude je predlozio tzv. klacnu teoriju elektri¢ne provodljivosti metala. Prema njegovoj teoriji,
elektroni sa gusto¢om broja n, masom m 1 elektriénim nabojem -e se mogu slobodno kretati u
jonskoj kristalnoj reSetci metala, povremeno se sudarajuci sa jonima koji su locirani na ¢vorovima
1 prenose kineti¢ku energiju tim jonima.

Pravo kretanje elektrona je veoma kompleksno, zbog haoti¢nog termalnog kretanja. Usred utjecaja
eksternih polja, svi elektroni dobijaju isto ubrzanje i zbog toga im se brzina povecava. Ovo
rezultuje uredenim kretanjem elektrona, zbog ¢ega dolazi do pojave elektri¢ne struje. Nas zanima
samo uredeno usmjereno kretanje elektrona koje se naslanja na njihove nasumicéne termalne Setnje.

Obzirom da je prava slika elektricne provodljivosti jako komplicirana, mi usvajamo
pojednostavljeni model. Pretpostavljamo da elektron bez pocetne brzine ubrzava u vremenskom
intervalu 7z 1 zatim se sudara sa jonom, prenosec¢i mu kineticku energiju. Zatim taj proces pocinje
ponovo, elektron ponovo ubrzava u vremenu z, ponovo se sudara sa novim jonom itd. Jako je
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vazno da prilikom ovog procesa, elektroni medusobno ne interaguju. Imaju¢i sve ovo na umu,
odgovorite na sljedece zadatke:

3) Odrediti vektor prosjecne brzine elektrona u. Odgovor izraziti preko e, E, miz. (1 b)
4) Gustoca struje u uzorku je odredena prosjecnom brzinom komponenti paralelnih sa
vanjskim elektriénim poljem jacine E. Pokazati da Ohmov zakon vrijedi u ovom
pojednostavljenom modelu i odrediti specificnu provodljivost metala o. Odgovor
izraziti preko e, E, n, mit. 0,5 b)
5) Odrediti kolicinu kineticke energije Q) prenesenu od strane elektrona na kristalnu
reSetku po jedinici zapremine i po jedinici vremena. Odgovor izraziti preko e, E, n, m i
T. 0,5b)

DIO C. Magnetorezistencija

Jedan od vaznih galvanomagnetnih fenomena je promjena u provodljivosti provodnika koji je pod
utjecajem transferzalnog magnetnog
E € polja. Ovaj fenomen dobio je naziv
efekat magnetorezistencije. Prema
eksperimentima, relativna
devijacija/odstupanje od specificne
provodljivosti Ag/o pri ne tako jakom
magnetnom polju sa indukcijom B je

ion

y data formulom:
Ao o(B)—o(B=0
br_o®)—oB=0)_ .
‘\ o o(B=0)
o x electron B@® gdje su u i v neke konstante.
Slika 2 Koriste¢i Drude-ov model iz dijela B,

rijesiti iduce zadatke. Pazljivo analizirati
Sliku 2, jer predstavlja sistem koordinata koje koristimo i daje nam pravce svih vektora.

6) Pronaci zavisnost od vremena ¢ projekcija u, (t) i u,, (t) komponenti brzine elektrona
izmedu dva uzastopna sudara. Odgovor izraziti preko e, E, B, m i t.
(Hint: Ovaj dio zadatka najlakSe je rijeSiti ako kretanje posmatrate iz drugog
inercijalnog referentnog sistema.) 2,5b)
7) Gustoca struje u uzorku je odredena preko prosjecne brzine komponente paralelne sa
vanjskim elektri¢nim poljem jaine E. Pretpostavljajuci da je magnetno polje indukcije
B dovoljno malo, pronaci konstante 4 1 v. Odgovor izraziti preko e, m i 7. 2Db)
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DIO D. Hallov efekat

1879. godine Edwin Hall je otkrio fenomen pojave transferzalne razlike potencijala, koja je kasnije
nazvana Hallov napon. Taj fenomen pojavljuje se stavljanjem provodnika koji nosi struju u
konstantno transferzalno magnetno polje.

U najjednostavnijem razmatranju, Hallov efekat je opisan na sljede¢i nacin: Pretpostavimo da
elektri¢na struja proti¢e kroz metalnu Sipku usljed valjnjskog elektricnog polja jacine E. Takvu
Sipku postavimo u slabo transferzalno magnetno polje indukcije B. Magnetno polje zakrece
elektrone, tako da se viSe ne krecu ,,pravo kroz Sipku, nego prema jednom od rubova Sipke.
Lorentzova sila, unato¢ efektu magnetorezistencije, izaziva da dolazi do nakupljanja negativnog
naboja blizu jednog kraja Sipke 1 pozitivnog naboja u blizini suprotnog kraja Sipke. Nagomilavanje
naboja istraje sve dok transferzalno elektri¢no polje Ey , koje se generiSe od strane nagomilanih
naboja (usmjereno duz Oy), totalno ne kompenzira transferzalni pomak elektrona u vremenskom
intervalu 7.

8) Na Slici 2, gdje ¢e biti nagomilan negativan naboj, na vrhu ili na dnu? 0,5b)
9) Pronaci zavisnost od vremena ¢ projekcija u,(t) i u,, (t) komponenti brzine elektrona
izmedu dva uzastopna sudara. Odgovor izraziti preko e, Ey, B, m i t. 1,5b)
10) Pronac¢i jacinu Hallovog elektri¢nog polja Ey. Odgovor izraziti preko e, E, B, mit, a
zatim preko e, j, Bin. 0,5 b)

Za rjeSavanje, koristiti entitete:

. _ X
Sinx = X 3
2 x4
=l-—=+=
COS X > 24
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This space we declare to be infinite. ..
In it are an infimty of worlds of the same kind as our own.
Giordano Bruno (1584)

Zadatak 3 [12b]
Metoda tranzita u potrazi za egzoplanetama

Egzoplanete su planete izvan nafeg, Suntevog sistema. Prvi dokaz o njihovom posto-
janju pojavio se 1917, godine, ali nije prepoznato da se radi o egzoplaneti. Prva potvrda
otkri¢a egzoplanete stigla je 1992, Do 1. aprila 2023, potvrdeno je 5346 egzoplaneta u
3943 planetarna sistema. Ocekuje se da ¢e novi svemirski teleskop James Webb otkriti jos
egzoplaneta, kao i mnogo zanimljivih podataka o njima, poput njihovog sastava i potenci-
jala za zivot. Upravo su u tom aspektu (astrobiologije) egzoplanete posebno interesantne.

Medutim, pronalazak egzoplaneta nije nimalo jednostavan zadatak. U vecini sluca
jeva ih je jako tesko ili nemoguée direktno posmatrati jer je zvijezda nenporedivo sjajnija
od same planete koja oko nje kruzi. Srecom, postoje brojne druge metode. Jedna od njih
koja je posebno plodonosna je metoda tranzita. Oko 75% egzoplaneta je otkriveno ovom
metodom.  Pojednostavljeno receno, metoda tranzita se sastoji n sljededem: na svojoj
orbiti oko zvijezde, planeta sa nase tacke gledidta prolazi ispred zvijezde i djelimiéno je
zaklanja. §to uzrokuje smanjenje n mjerenoj sjajnosti zvijezde.

U ovom zadatku bavit ¢emo se ispitivanjem osnovnih principa metode tranzita i nji-
hovom primjenom na stvarnim podacima sa svemirskog teleskopa Kepler. Kroz cijeli

zadatak mozete pretpostaviti da je orbita planete kruznica. Takoder, dijelovi zadatka
s velikim dijelom medusobno nezavisni. Na kraju teksta zadatka nalaze se potrebne

konstante
/_\Star
< Planet . ) >

E{ — Light curve

]

Slika 1: Metoda tranzita
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A: Vjerovatnoéa opaZanja tranzita [1.5b]

Dobro je poznato da su planetarni sistemi. pa i same galaksije. u veéini slu¢ajeva oblika
diska, &to potice od fizike njihovog nastanka. Podimo od jednostavne pretpostavke: nema
razloga da priroda preferira jednu orijentaciju nad drugom. To znaci da kao posmatraci
sa Zemlje moZemo vidjeti neki drugi planetarni sistem pod bilo kojim uglom, tj. bilo
kojom orijentacijom u odnosu na nas. Medutim, samo ¢e neke preferabilne orijentacije
omoguditi posmatranje tranzita planete 1 eventualno detektovanje metodom tranzita.

U ovom dijelu zadatka, zanima nas ispitivanje vjerovatnoce da planeta obavi vidljiv
tranzit sa tatke gledista udaljenog posmatraca (u beskonaénosti) koji je nasumi¢no orijen-
tisan u odnosu na orbitalnu ravan posmatranog sistema. Kako se vidi na slici, razmatramo
planetu radijusa R, u orbiti radijusa a oko zvijezde mase M, i radijusa R,. Primijetite
da posmatrad A na slici 2 moze vidjeti tranzit planete ispred zvijezde, dok posmatra¢ B
ne moze.

A1l. Na osnovu date slike, pretpostavljajudi da je radijus orbite puno veéi od radijusa
zvijezde (R,/a < 1) i radijus zvijezde puno veéi od radijusa planete (R,/R. < 1),
pokaZite da je maksimalna apsolutna vrijednost ugla a iznad koje se tranzit ne moZe
opaziti

R,

R e—
]nmuxl 2 o

a

[0.5b]

Slikit 20 Grometrija za planetu u tranzitu ispred zvijezde o dijeln A, Uglovi @ i@ @ su standardni
uglovi sfernog koordinatnoy sistema. Planeta na slicl izlazi § nlazi n papic keaZedéi oko zvijezde.

A2, Uzimajuéi u obzir da ¢e posmatrad poput nas vidjeti planetarni sistem sa bilo
kojom nasumiénom orijentacijom u 3D prostoru (ne 2D ravni slike), napisite integral
za dio svih prostornih uglova AQ koji odgovaraju vidljivom tranzitu. Sjetite se da je
dQ = sinf#dfdye (pogledajte oznake na slici 2).
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RijeSite taj integral i, koristeéi aproksimaciju malih uglova (za R, /a < 1), pokaZite
da je vjerovatno¢a opazanja tranzita data izrazom
AQ R,
’)quuil S — T —
4 a
Trebat éete ryesats duph ntegral.  Njega rijesite tako $to prvo ryedite jedan (un-
utrasngp) integral po jednoy varyabl (smatrajudéi drugu konstantom), a potom porowite
slicno sa dragim integralom (po drugoj varijabli, smatrajudi pron konstantom).|0.8b)

A3. lzratunajte ovu vjerovatnoén za Merkur u Sunéevom sistemu (za nasnmitno
orijentisanog vanjskog posmatraca), pretpostavljajuci da je orbita Merkura kruznica
radijusa a = 0.4 AU (premda je jako ekscentritna), kao i za predstavnika egzoplaneta
tipa veudeg Jupitera® oko suncolike zvijezde, tipiéno sa a = 0.05 AU. 10.2b]

“Vrudi Jupiteri su klasa egzoplaneta. plinoviti divovi slicai Jupiteru, ali sa relativiao malim radi-
jusom orbite i periodom, te visokom povriinskom temperaturom

B: Trajanje tranzita [2b]
Za sljedece dijelove zadatka uvest éemo nove veli¢ine: ngao ¢ koji opisuje orbitalnn inkli-
naciju, te b (tzv. parametar sudara) koji definifemo kao odnos projektovane udaljenosti
izmedu centara zvijezde i planete i radijusa zvijezde (slika 3). Ocigledno je bR, = acosi.
Takoder, omjer R,/R., pojavljuje se dovoljno ¢esto da bi zasluZzio vlastitu oznaku, k.

Slika 3: Za vidljiv tranzit, parametar b varira od b = 0 na centru diska
zvijezde do b = 1 na ivici diska.

B1. Izvedite izraz za ukupno vrijeme trajanja tranzita 7,. Pretpostavite da se planeta
za posmatrada prividno kreée po ravno) liniji preko diska zvijezde, te da je orbita
kruznog oblika. PokaZite da je |1b]

3
=2 __ arcsin (%\/(l+k)2"b2) -

GM.

10
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B2. Za ugao inklinacije i = 90° (tj. savrieno poravnanje za posmatranje tranzita),
koristedi ponovo iste aproksimacije malog radijusa planete i velike ndaljenosti, pokazite
da se izraz za vrijeme trajanja tranzita svodi na

a
h = 2R, | ——.
To = 2R\ G

U ovom shiéaju izracunajte vrijeme trajanja tranzita (u satima) za Merkur i istog
predstavnika vruéih Jupitera iz dijela A3. |0.5b]

Na osnovn vaSih rezultata u A3 i B2, trebali biste modi zakljuditi da je lakSe noditi
tranzite egzoplaneta sli¢nih vruéim Jupiterima. Upravo zbog toga je metoda tranzita
orijentisana ka otkrivanju egzoplaneta koje su relativoo blizu svojim zvijezdama.

Prilikom kretanja preko diska zvijezde, planeta provede neko vrijeme prelazedi ivien
diska, pri éemu se povecava dio povr§ine diska koji prekriva planeta. Kada se disk planete
u potpunosti nalazi preko diska zvijezde, grafik prelazi u ravou liniju (pretpostavite da je
radijus planete dovoljno mali u odnosu na radijus zvijezde, tako da se uvijek desi da puni
disk planete tranzitira). Kako se vidi na idealiziranom grafiku ispod (slika 4), dolazi do
smanjenja Huksa (ali ne trenutaéno), zatim se grafik izravnava i ponovo raste do normalne
vrijednosti.

G

|
e |
€' {' ‘tu fvW

Slika 4: Nustracija tranzita i idealizirana svjetlosna kriva sa prikanzana fetini
karakteristicna trenutka i opisanim velitinama 7, i 7

B3. Modifikujte vasu formulu iz dijela B1. koja zapravo daje 7, = f;y — #; (f - total),
tako da dobijete izraz za 7p =ty =t (f - full), tj. vrijeme trajanja "punog" tranzita
(tokom kojeg se disk planete u cjelosti nalazi preko diska zvijezde). |0.5b]

11
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C: Zemlja 2.0 [4b]

U ovom dijelu zadatka radit éemo sa stvarnim podacima sa svemirskog teleskopa Kepler
Konkretno, posmatrat éemo sistem Kepler-452 (udaljen oko 1800 svjetlosnih godina od
Zemlje), ¢ija je zvijezda sli¢éna Suncu (polupreénika R, = 1.11R;,. mase M, = 1.037M_
i povedinske temperature T, = 5757 K)

Kepler-452
System

C

Kepler-452b

Slika 5: Suncev sistem i sistemi Kepler-452 1 Kepler-186 sa prikazanim nas-
tanjivim zonama (zelena) Nas ovdje zanima Kepler-452 koji je puno sliéniji

Sunéevom sistemn

Zasad jedina planeta otkrivena u ovom sistemu je Kepler-452h, ¢ije ¢emo karakteristike
ispitivati. Za ovaj dio zadatka, ako niste rijesili dio Al, koristite gotovu jedna¢inu za 7,
Ne zaboravite detaljno proditati opise ispod svake slike/grafika.

C1. Na osnovu slike 6 procijenite period revolucije 7 planete Kepler-452b (vrijeme
potrebno za jednu revoluciju oko zvijezde) i uporedite ga sa zemaljskom godinom
(365.24 dana). |0.7b]

C2. Naosnovu rezultata u C1, odredite radijus orbite @ planete Kepler-452h i upored-
ite ga sa radijusom orbite Zemlje (tj. izrazite ga u astronomskim jedinicama) |0.3b]

C3. Na osnovu slike 7 odredite radijus R, planete Kepler-452b i uporedite ga sa
radijusom Zemlje [1b]

C4. Odredite parametar sudara b 1 ugao inklinacije ¢ (opisane u dijelu B) za planetu
Kepler-452h. |1b]
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Slika 6: Relativoi Huks zvijezde u zavisnosti od veemena za Kepler-452. Trou-
glovi prikazuju trenutke Eetiri tranzita u kvartalima 3, 7, 11 i 15, dok ispreki-
dane linije oznatavajn granice izmedu kvartala rada teleskopa

Na y-osi prikazan je relativoi fuks zvijezde (AF/F) (o dijelovima po milionn,
tj. -107%). a na x-0si vrijeme (u danima).
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Slika 7: Fazno presavijen gralik relativnog Huksa zvijezde u zavisnosti od vre-
mena za Kepler-452. Zavisnost prikazana ovdje je ista kao na slici 6, samo §to
je fazno presavijena na periodu planete. Trougao prikazuje trenutak sva fetini
tranzita. (Mozete zamisliti da su sa grafika na slici 6 samo izrezana fetin dijela
sa tranzitom i onda sva cetiri grafika poslozena jedan na drogi.)

Na y-osi prikazan je relativni Huks zvijezde (AF/F) (u dijelovima po milionu,
tj. -107%). a na x-osi vrijeme (u satima),

50



C5. Zanemarujudi utjecaj atmosfere i posmatrajuéi planetu i zvijezdu kao apsolutno
erna tijela, te zvijezdu kao jedini izvor toplote, odredite povriinsku temperatura 7,
plancte Kepler-452b (tzv. ravnoteZnu temperaturu). Uzeti da je albedo A (procenat
upadne svjetlosti koja se refektuje nazad u svemir) za Kepler-452b jednak 0.3, |1b]

C6. Na osnovu svega izratunatog, da li smo nasli Zemljn 2.07

D: Anomalije [4.5b]

Svijetlosne krive koje se dobiju posmatranjem tranzita nemaju uvijek savrien oblik s
kakvim smo radili u dijelu B. Ove anomalije mogn ukazivati na zanimljive karakteristike
posmatranih tijela i sistema.

U filmu Clara (2018)  topla preporuka autora zadatka  astronom Isaac i mlada
umjetnica Clara su, kao i mnogi drugi Sirom svijeta, u potrazi za novim egzoplanetama u
podacima teleskopa TESS. | dok svi traZe planete karakteristika sli¢nih Zemlji, nadajuéi se
da bi na nekoj od njih mogao postojati zivot, Isaac i Clara zauzmu drugadiji pristup: trazit
¢e anomalije u podacima sa teleskopa koje bi mogle ukazati na postojanje inteligentne
vanzemaljske civilizacije. Nakon nekog vremena, Isanc pronalazi anomaliju u svjetlosnoj
krivoj, koja ima sljedeci oblik:

Slika 8: Anomalija u podacima

Kako se navodi u filmu, jedino objaSnjenje za ovo je da se neki objekat nalazi na
L, tacki sistema. Za dva tijela koja kruze oko zajednitkog centra mase, postoji pet
ravonoteZnih (Lagrangeovih) tataka u prostoru za treée tijelo male mase postavljeno u
njima, tako da ono miruje u odnosu na dva masivna tijela. Naime, gravitacione sile dva
velika tijela na treée djeluju tako da proizvedu takvu centripetalnu silu koja osigurava
kruzno kretanje tijela koje je uskladeno sa orbitiranjem dva druga tijela. Alternativno,
posmatrano iz rotirajuéeg sistema koji oko centra mase rotira ugaonom brzinom dva
orbitirajuéa tijela, gravitacione sile na trece tijelo su u ravnoteZi sa centrifugalnom silom
na njega, §to mu omoguéava da miruje (u ovom sistemu referencije) u odnosu na druga
dva tijela. Pretpostavit ¢emo da je masa trefeg tijela mala. tako da ne utjece na poziciju
centra mase sistema.

Ipak, poprilino je ocigledno zasto ovakva svjetlosna kriva (slika 8) ne moze biti
posljedica prisustva objekta na £,. Naime, simetri¢nost svih deSavanja prilikom tranzita
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(u1 odnosu na sredisnju osu) u takvoj situaciji morala bi se manifestovati kao neka analogna
simetrija u obliku svjetlosne krive. Ukratko, nije moguée da ovako asimetri¢an oblik za

uzrok ima jednu veoma simetri¢nn situaciju

Slika 9: Lagrangeove tacke u sistemn Sunce Zemlja (nije prikazano u stvaamo) razmjeri)

D1. Koristeéi skice i dijagrame, objasnite (kvalitativno) kakvu anomaliju bi proizvelo
prisustvo objekta (nezanemarivih dimenzija) na £,. te obrazloZite i skicirajte oblik
svietlosne krive nastale prilikom tranzita u tom scenariju (radi jednostavnosti raz

matrajte samo situaciju sa b = 0 1 objektom veli¢ine sli¢ne planeti) |().5|)|

Neka je a udaljenost izmedu centara zvijezde i planete masa M, i M, respektivno i
neka je r udaljenost tacke £, od planete. U tacku £, postavimo malo tijelo mase m

D2. Nadite jednac¢inu (petog stepena) ¢ije rjeienje daje udaljenost r tacke £, od
planete koristedi navedene veli¢ine (ne trebate je rijeSiti). Radi jednostavnijeg kon-

atnog zapisa, uvedite smjene (napiSite jednacinu po z i pu)

r M,
et TN

Nakon toga pokazite da je u specijalnom sluéaju za M, = M,

) M,

sha r\ 3M,

|2.5b]

D3. Da li je tacka £, polozaj stabilne ili labilne ravnoteze (u odnosu na pravac koji
spaja dva masivna tijela)? Potvrdite svoju tvrdnju matematicki.
Sta vam to moZe reéi o prirodi i porijeklu objekata koji duZe vrijeme ostaju na £,

(da i je moguce da su prirodni)? |1.5b]
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Konstante:

astronomska jedinica: 1AU = 150 - 10°km
univerzalna gravitaciona konstanta: G = 6.67- 107" m® kg 's7?
radijus Sunca: R, = 6.96-10%m
masa Sunca: M. = 2- 10" kg
radijus Zemlje: R; = 6371k
masa Zemlje: M = 5.97 - 10* kg

Stefan Boltzmannova konstanta: ¢ = 5.67- 1075 Wm K ™!

Matematicka pomoc:

(l+z)"=1+nz, 7|1
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Federalno Takmicenje 2023
Zadatak 1-Rjesenje

Muhamed Sokolovié

Prirodno-matematicki fakultel, Sarajevo

1 Dio A: 4.2 [bod]
1.1 Al: 3.0 [bod]

Dati zadatak je mogude rijesiti preko sila ili preko energija. U naSem rjesenju
¢emo posmatrati energiju kapljice.

U stanju ravnoteze. treba vrijediti da je energija minimalna. Dakle, ako kapljicu
malo deformiSemo iz ravnoteznog stanja. ukupna promjena energije bi trebala
iznostiti

AE=0 (1)

S druge strane. gleadjuéi sliku 1 vidimo da promjena energije iznosi:

AE = L(CDvg + v.cCB(1 - f) = fCBysG + fCBvsL) (2)

Gdje je L duzina kapi. 1z geometrije. vidimo da je

CD = CBeos(0) (3)

Napomena: Ovdje smo uzeli da je AB ~ AD. Ova aproksimacija je razumna,
jer je promjena duzine kvadratnog malog reda. Kombinujuéi (1)-(3). dobivamo:
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cos(O)y +4(1 — f) — fyse + frse = 0. Konaéan izraz za ugao kvasenja je:

9=armos[f'mc‘)ﬁ—(l =1 )

Uvrstavajuéi f = 1 u izraz (4), vidimo da za ravnu povrsinu vazi:
cos(BOy) = wWEILE, Pojednostavljeni izraz (4) je:

cos(©) = feos(6g) — (1 - f) (5)

1.2 A2: 1.2 [bod]

Posto Wentzel-ovom stanju voda prodire u rupe, po analognom izvodenju iz
dijela A1 mozemo dobiti izraz:

cos(©) = fcos(Oy) (6)

Gdje je f* > 1, jer voda ima veén kontaktnu povrsinu sa vodom nego sto bi
imala za ravnu podlogu. Shodno tome, u intervalu 0 £ © < 3 kosinus je
opadajuéa funkcija. U tom intervalu: cos(0®) > cos(0yp), pa je © < Q. U
intervalu 7 < © < 7 je kosinus rastuéa funkcija, pa je © > 6. Koristeéi izraz
(4) iuslovdaje 0 < f <1, vidimo da se u Cassie-Baxter stanju ugao kvasenja
uvijek povecava. Dakle, popunjena tabela je:

Ravna povriina Cassie-Baxter Wentzel
Hidrofilna Vise hidrofobno Vise hidrofilno
Hifrofobna Vise hidrofobno Vise hidrofobno

2
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2 Dio B: 3.8 [bod]
2.1 BI: 1.8 [bod]
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Na
Slici 2 je dat prikaz popreznog presjeka dodirne povrsine kapljice. Kako bismo
odredili silu pogona, posmatrajmo mali dio popre¢nog presjeka debljine dy. Na
prednji i zadnji kraj djeli¢a tekuéine ée djelovati sile po jedinici duzine:

(¥sG = ¥sL)+:(vsG = ¥sL)- (7)
Gdje + oznacava prednji kraj. a - zadnji kraj. Sa Silike 2 vidimo da ¢e se sile
u smjeru v ose sa donje i gornje polovice ponistiti, a sile u smjeru x ose sabrati
(za prednji i zadnji kraj respektivno). Tako da ukupnu silu na kapljicu mozemo
izraziti preko integrala:

2/ l(vsG = sL)+ = (715G = ys1)-|cos(d)rdd (8)
0

Iz dijela A, znamo znamo da (ysG ~ vsL)+ ~ (786 — 7sL) - mozemo izraziti kao
Y(cos(0), ~ cos(0)_ ). Uvstavajuéi linearnu ovisnost datu u zadatku:

cos(0) 4 —cos(0) - = fipy(cos(Op+1)~1~[fi_z(cos(Op+1)~1] = A+ar—Aa(-r) = 20r

(9)

57



Gdje smo uvrstili cos(fy) =0

x

3 3 3
2 [l(so-rs1)+=(15s=v50)-leos(@rdo = 2y [ " A+az-A-a(-z)reos(@)ds = 2%ar [ T cos*(@)do
0 0 0
(10)

Integral ff cos*(¢)d¢ mozemo svesti na tablicni koristeéi trigonometrijski
identitet cos®(z) = H—”’,,_’(H Tako da je rjesenje (9):

F = 7mr’ha (11)
Ubrzanje mozemo dobiti kao a = £ gdje je masa data sa:

m= p%r:’ (12)

Kombinujuéi (10) i (11) dobivamo trazeni zraz za ubrzanje:

o
a= ﬁ (13)

2.2 B2: 0.5 [bod]

Oznacimo masu,duzinu i vrijeme sa M,L i T, respektivno. Tada brzina ima
dimenzije: v x LT™'. Viskomost: 5 o« MT 'L~ Sila: F,, > MLT™2
Pretpostavimo izraz oblika:

Fep x 70 (14)

Trebamo rijesiti sistem jednacina:

a+f-y=1
B-g=-2
a=l
QOdakle dobivamo:
F = Ciprv (15)

Gdje je C bezdimenzionalni faktor proporcionalnosti.

2.3 B3: 1.5 [bod]

Koristed izraze iz dijelova Bl i B2, te uvrstavajuéi faktor proporcionalnesti 67,
dobivamo izraz za ubrzanje polusferne kapljice:

O

3ra
pr?

e=3 P gsin(#) — (16)
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S druge strane, imamo da je a = %:i. Brzinu dobivamo rjc.'s“'wzmjem:% = fp—pu.

Gdje smo uveli smjene: f, = 5’3},% —gsin(#) i 3= p%'!r

dv Yo dy ¢
m=dt$/;' m=[)dt (17)

Integral (17) je tabliéni. Uvrstavajuéi graniéni uslov da se kapljica pocinje
kretati iz mirovanja vy = 0, dobivamo izraz za brzinu:

V() = Vmaz(1 — e75) (18)

Izraz (18) mozemo integrirati ponovo da bismo dobili izraz za polozaj:

Z(e) t
vy = d_.r = / dr = / Umaz(l — e #)dt
dt xa 0

1
) = l'mu(t + Ti((’ Bt _ 1))

Gdje smo uvrstili pocetni uslov 2y = 0. 1z (18) vidimo da je maksimalna brzina:

Vmazr = {’g = 44"(%) (19)

3 Zavrsni komentar i literatura

Formule, kao i brojne vrijednosti konstanti su preuzete iz navedene literature:

[1] Launay, G., Sadullah, M.S., McHale, G. et al. Self-propelled droplet
transport on shaped-liquid surfaces. Sci Rep 10, 14987 (2020)

[2] Liu, C., Sun, J., Li, J. et al  Long-range spontancous droplet
self-propulsion on wettability gradient surfaces. Sct Rep 7, 7552 (2017)
Takoder  predlazem da  takmicari  pogledaju  slijedeéi  video:
https://www.youtube.com/watch?v=puYo9uwéculc|

Jedno pitanje koje mozda naumpadne takmicarima nakon zrade ovog zadatka
je: "Da li ovakve povrsine krse drugi zakon termodinamike?’. Naime, na
pocetku imamo kapljicu na dnu strme ravni sa brzinom 0 i na kraju imamo
kapljicu na vrhu srme ravni sa brzinom 0. Kapljica je naizgled poprimila
dodatnu energiju, sto implicira da smo stvorili prerperum mobile. Medutim,
treba uzeti u obzir da je energija usljed povrsinskog napona manja na vrhu
strme ravni. To znaéi da ¢ée se na vrhu trebati uloziti veca sila da bi se kapljica
odvojila od gradijentne povrsine. Paosto je 0 < f < 1, ovo implicira da postoji
maksimalna duzina strme ravni za koju je prenos kapljice mogué. Za
koeficijent = 0.05(imm~') dobivamo da je ta duzina 2(cm). Ipak nismo
prekrsili zakone termodinamike ©®
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2. ZADATAK - Elektri¢na provodljivost metala — RIESENJE
DIO A. Ohmov zakon

1) Otpor provodnika i jacina elektricne struje su tada dati kao:

[ 11
R = p==—=

== I=j-S (0,25 b)

Ako uzmemo u obzir da je jacina elektri¢nog polja data kao E = U/l , onda ¢e Ohmov
zakon da poprimi novi oblik: j = ¢E

Ako uzimamo u obzir smjerove elektricnog polja i vektora gustoce struje, tada ovaj
zakon moZzemo napisati i u vektroskom obliku: j = oF (0,25 b)

2) U skladu sa Joule-Lentzovim zakonom, snaga zagrijavanja koja se oslobodi u
provodniku jednaka je: P = U%/R

Sto znaci da u nasem slucaju snaga zagrijavanja P, je napisana kao:

Uz Uz
Py =2V = RSl (0,25 b)
UvrSavanjem poznatih vrijednosti, mozemo dobiti konacan rezultat.
_, L 1! g=U
S oS ' [
=> P,=o0"E? @) (0,25 b)

DIO B. Drude-ov model

3) Mozemo napisati drugi Newton zakon za kretanje elektrona u konstantnom elektricnom

polju kao:

ma=F = —eE (2) (0,25 b)

Iz jednacine (2) mozemo vidjeti da za vremenski interval 7 elektron prede udaljenost:
at?

s=— (0,25 b)

Sto znaci da ¢e srednja brzina elektrona biti:

_s_aT_eET 0.25 b
YEIT 2 T m (0.25b)
1li u vektorskom obliku:

et -

uz—%E (0,25 b)
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4)

)

Gustoca struje ¢e zavisiti od gustoce broja elektrona, njegovog elektri¢nog naboja i

prosjecne brzine:

J=—neu = E (0,25 b)

Pa je Ohmov zakon sa specificnom provodljivosti dat kao:

e’nt
o = — (0,25 b)

Svaki elektron prenosi svoju kineticku energiju na kraju ubrzavanja tj. u trenutku

sudara sa jonom:

E, = =—
k 2 2

Po definiciji postoji n elektrona u zapremini od kubnog metra provodnika i svaki od

3 mul, m (eET)2 3) (0,25 b)

m

njih prenosi svoju kineti¢ku energiju (3) u vremenskom intervalu z. Usljed toga, ukupna
specificna energija @y koja je preneSena od strane elektrona na kristalnu reSetku po

jedini zapremine 1 po jedinici vremena je:

Qy = . = > = o E?2 = gE? (0,25 b)

Ovaj izraz poklapa se sa izrazom (1), Sto nam dokazuje validnost Joule-Lenzovog

zakona u Drude-ovom modelu.

DIO C. Magnetorezistencija

6) U prisustvu magnetnog polja jednacine kretanja za elektron su date kao:

du - o =

m— = —eE —euXB (0,25 b)
dt

Projekcije na koordinatne X, y 1 z ose su:

du,
dt

du,
m— == —eBu, (5)

duz—o (6) 0,5b
™ (0>5)

m = eE + eBu,, 4)
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7)

Relacija (6) nam pokazuje da trajektorija/putanja elektrona lezi u XY ravni. Ukoliko

uvedemo zamjenu koordinata: uy =u, , u, =u, +E/B u jednacine (4) i (5),
dobijemo:
du,, ,
m—= = eBu,, (7)
duy,
m—_ == —eBu; (8) (0,5b)

Rjesenja za jednacine (7) i (8) dobiju se kao harmonijske oscilacije oblika:

u, = Acos(wt + @)

wy, = Asin(wt + a) (0,25 b)
Vrac¢anjem u originalne varijable, dobijemo trazene projekcije:
u, = Acos(wt + a) 9
E
u, = Asin(wt + a) — B (10) (0,25 b)
Iz pocCetnih uslova da elektroni krecu iz stanja mirovanja u, = 0,u, = 0 odredujemo
konstante A =E/B ia =21 (0,25 b)
Vracajuci sada ove konstante u jednacine (9) i1 (10), dobijemo konacni oblik:
E  /eB
u,(t) = g Sin (W t) (11)
) =-"L [1 (eB t)] (12) 0,5b
uy(t) = -5 cos (— (0,5b)

Pri malim ja¢inama magnetnog polja tj. pri malim vrijednostima indukcije, jednacina

(11) poprima oblik:
eE  e’EB? |
Uy = ;t i t (0,25 b)

Pomak elektrona duz Ox ose u vremenskom intervalu 7 je jednak:

_eE , e’EB* , 025 b
*Toam' T 2am3 ' (0255)
Pa je prosjecna brzina elektrona tada:

s eE  e3EB?

u == —7—
wI 1 2m 241m3

3 (0,5 b)
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Iz ovoga, u mogucnosti smo da odredimo relativno odstupanje od specificne

provodljivosti kao:

Ao mne-ugyy(B) —ne-ugy(B=0) 1 (erB)Z

— = —— 0,5b
o ne * Ugyg (B = 0) 12\ m ( )
Odatle nam je veoma lako odrediti trazene konstante:
1 cet\2

DIO D. Hallov efekat

8) Lorentzove sile koje djeluju na elektrone su usmjerene prema dole. Zbog toga ¢e se
negativni naboj nagomilavati na dnu slike. (0,5 b)

9) Elektroni sunagomilani na dnu slike. Usljed toga je Hallovo elektri¢no polje usmjereno
suprotno od Oy ose. Stoga ¢e jednacina kretanja elektrona u ovom slucaju da bude:

du,
m it = ek + eBu,,
du,
mW = eEy — eBu,
du,
m P 0 (0,5b)

Ponovo vidimo da je putanja/trajektorija elektrona u XY ravni. Prave¢i smjene da lakSe

rije§imo ove diferencijalne jednacine: uy = u, — Ey/B iu, = u, + E/B dobijemo:

du,, ,
m—-= eBu,, (7)
duy, )
mW = —eBux (8) (0,25 b)

Analogno kao u dijelu C, rjeSavamo kao harmonijske oscilacije:
uy = Acos(wt +a) , u, =Asin(wt + a)

Vracanjem smjene, dobijemo originalne vrijednosti:

Ey, _ E
B u, = Asin(wt + a) — B (0,25 b)

Iz pocetnih uslova (analogno kao dio C) dobijemo konstante, pa imamo rjeSenje:
0= () i)
Uux(t) = gsin{— B cos (—

u,(t) = %sin (% t) - g [1 — cos (% t)] (0,5 b)

u, = Acos(wt + a) +
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10) Pri malim vrijednostima magnetne indukcije, uslov da kona¢ni pomak bude nula

y(t) = 0 duz Oy ose u trenutku z:

T eEt
u, (t)dt =0 => Ey =— (0,25 b)
fo y H™ 3m
2j
=——B 0,25b
W= ( )
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RjeSenje Metoda tranzita u potrazi za egzoplanetama

A1l. U grani¢nom slacaju,

R.+R, R. R,R. R. R
[$in Qpax| = St — == (1 +_”) )

a a R, a a
Kako je u nasoj pretpostavei R,/R, < 1, to je (1+ R,/R,) ~ 1, pa imamo:

- R‘
[SIn Qx| 2 — .
a
Takoder, zbog R,/a < 1 vrijedi aproksimacija malih uglova, |sinaua| = |amal. pa
konacno dobijamo:

R,
[~ J——
lamax| Lo .

a

A2. Iz geometrije problema jednostavno se primjeéuje da je 8 = 90° — a, pa je df =
—da. Slijedi: dQ = sinf@dfdy = —sin (90° — a) dadyg = — cosadadyp, pa dobijamo:

2% —Omax 2% Osan 2%
AS) = —/ / cosadady = / sinnl dp = / 200 A = 47O,y -
0 Jama, 0 —Omax 0

Tada je vjerovatnoca da se iz nasumicéno odabrane tacke u prostoru vidi tranzit:

AQ R.

. e Tmmmmmms S P~ —
Plranml - = Qmax =~ .

4 a

A3. Na osnovu rezultata prethodnog dijela, dobijamo da je vjerovatnoca da vanjski
posmatra¢ vidi tranzit Merkura jednaka Py = 1.16%, dok je za egzoplanetn tipa vrudeg
Jupitera Py; = 9.28%.

B1. Projektovana udaljenost koju planeta prede preko diska zvijezde je (slika 1):

2 = 2y/(R. + R,)* — (bR.)".

Kako se vidi sa slike 2, planeta se zapravo kreée po luku od tacke A do B i pritom
prebrise ugao 3. Za cijelu orbitu, predeni put je 27a, duzina luka od A do B je 3a, dok
je udaljenost po praveu od A do B jednaka 20, Iz trougla koji formiraju A. B i centar

zvijezde imamo:
. (B l
sin|=)=-.
2 a

Za uniformno kruzno kretanje planete znamo da vrijedi:

)
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Slika 1: Sa tacke gledidta posmatraca, planeta prividno prede udaljenost 21,

gdje je T ukupni period planete koji mozemo nadi iz treéeg Keplerovog zakona:

_ A 4
TGM.Y
Slijedi:
= 7o ;)
7w=T— = —arcsin| - | .
2r = a

Uvrstavajuéi, kona¢no dobijamo:

ﬁ=2‘/c;;. —— (%\/m)

Slika 2: Orbitalna geometrija planete u tranzitu. (Inace, planeta izlazi i ulazi u papir krozeéi
oko zvijezde, ali je ovdje radi preglednosti prikazana pomalo iskrivljena orbitalna ravan.)

B2. Ako je ugao inklinacije 90°, to je b = 0, pa se nafa formula za vrijeme trajanja

tranzita svodi na:
N / a’ . { R,
To=2 G artsnn( " (1 +k)) ;
2
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U poznatim aproksimacijama R, < R. < a, tj. k < 1, imamo arcsin (R. /a) = R./a, pa

je
To =~ '_’I?.‘/G:L .

Za Merkur, 7o = 82h, a za veadi Jupiter, 7oy = 2.9h.

B3. Za 1y = tyy — ty treba samo uzeti (R, — R,) nmjesto (R, + Ry) u formuli za
udaljenost 1 (dio B1), tako da se dobija:

[ a3
Ty =2 Gt;V!. arcsin (%\/(l - k)2 - b’).

C1. Odredujuéi razmjer linijarom i potom ra¢unajuéi razmak izmedu trouglova dobije
se 383.333 dana. Taénije (posmatrajuéi sliku po pikselima) moze se dobiti T = 385.535 dana =
1.056 godina. Jenkins et al. (2015) navode T = 384.843 dana = 1054 godina. (Priznati
rezultate u intervalu od 380 do 400 dana.)

C2. Na osnovu treceg Keplerovog zakona, mozemo izraziti radijus orbite planete

preko perioda:
1/(?.\l.
a =\ — TS.
4m=

Dobija se @ = LO44 AU, odnosno za tacniji rezultat, @ = 1.048 AU. Jenkins et al.
navode a = 1.046 AU. (Priznati rezultate u intervalu od 1.040 AU do 1.070 AU.)

C3. Neka je F fluks svjetlosti kada planeta ne tranzitira. Tada, ako sa AF ozna¢imo
promjenu fluksa prilikom tranzita (razlika fluksa prije tranzita i fluksa tokom tranzita),
znajuéi da je Huks proporcionalan povrsini, a povrdina kvadratu radijusa, vrijedi odnos:

AF R
F R

zanemarujuéi fluks koji potjece od planete i pretpostavljajuéi da je disk zvijezde uni-
formmo svijetao. Velic¢inn sa lijeve strane (relativon promjenn fluksa, odnosno tzv. "du-
binu tranzita" &) o¢itavamo direktno na v-osi (kao vrijednost minimuma na grafiku),
a radijus zvijezde znamo iz postavke zadatka. Odredujuéi razmjer linijarom. moZe se
dobiti AF/F = 0.000198. Taénije (posmatrajuéi sliku po pikselima) moze se dobiti
AF/F = 0.000195.

Tada je R, = 10790 km, odnosno R, = 1.69Rg. Jenkins et al. navode R, =
1.63R- =~ 10385 km. (Priznati rezultate u intervalu od 1.60R. do 1.80R..)

Primijetimo kako je potrebna velika preciznost u mjerenju fuksa za opazanje tranzita,
jer se konkretno u ovom slu¢aju odreduje relativna promjena od oko 0.02%.

C4. 1z formule
3

a 2 R. W
Gl arcsin ( - (1+k) b-)

3

Tg-_*..).
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moze se izraziti parametar b preko poznatih velicina:

2
y e .. f1 GM,
b=,|(1+k)2- [Esm (51': =

gdje je k = R, /R, = \JAF/F i 7, = 11.2h (sa grafika). UvrStavajuéi (i pazedi da je
kalkulator podesen na radijane prilikom ra¢unanja sin), dobija se b = 0.654. Jenkins et
al. navode b = 0.690. (Priznati rezultate u intervalu od 0.60 do 0.70.)

Iz formule bR, = acosi jednostavno se dobije da je

i = arccos (ﬁ) = 89.815°.
a

Jenkins et al. navode i = 89.806°. (Priznati rezultate u intervalu od 89.7° do 89.9°.)

C5. Ukupna snaga koju zradi zvijezda je prema Stefan Boltzmannovom zakonn P, =
47R?oT}. Snaga zracenja koje pada na planetu (efektivno disk radijusa R,) moze se naéi
preko odnosa poviSina (i to povidine diska planete 1 poviSine zamidljene sfere radijusa

iednakog radiinsn orhbite o):
B o e . o

PR
P, Adma?’
Efektivno, planeta prima snagu zracenja B, = FP,(1 — A), pa kombinujuéi sve imamo:

. ‘R
P = 4R oTH(1 - A)—2 .
4ra

S druge strane, planeta sa svoje povrdine zrati snagom

Pou = 47 R} 0T,

o -

U ravnoteznom stanju, Py, = F,,, pa dobijamo (nakon 3to se sve skrati):

3 =T.,/%</1 —A.
a

Uvrstavajuéi. dobije se Toq = 261 K = —12° C. Jenkins et al. navode T,y = 265K =
=87 C. (Priznati rezultate u intervalu od 255K do 270K.)

C6. Po svemu izratunatom, planeta Kepler-452b je veoma slicna Zemlji u pogledu
udaljenosti od zvijezde, radijusa i perioda orbite. Zbog svoje mase i velic¢ine (i velike
vierovatnoce da je stjenovite grade) spada u kategoriju planeta poznatih kao super-Zemlje.
Jo§ jedna vaZna stvar za naseljivost planete je njena atmosfera (od toga ¢e nveliko i
zavisiti povrdinska temperatura koju smo pokusali procijeniti iznad). Medutim, jo3 uvijek
nemamo instrumente kojima je moguée precizno ispitati postojanje i sastav atmosfera
egzoplaneta poput Kepler-452b.

Ipak. nadimak "Zemlja 2.0" ¢ini se kao potpuno prikladan, s obzirom na to da je
od svih egzoplaneta koje smo dosad pronadli najslicnija naSem plavom klikeru, ali ¢e
vierovatno pro¢i neko vrijeme prije nego sto ona, ili bilo koja druga, bude mogla postati
drugi dom fovjecanstva.
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Slika 3: Tranzitirajuéa planeta (croi disk) sa tijelom na £, (sivi
disk) sa adgovarajuéom normalizovanom svjetlosnom krivom.

D1. ‘Treba zapamtiti da u rotirajuéem sistemu referencije, tijelo na £, miruje u
odnosu na zvijezdu i planetu. Moguéi izgled tranzita prikazan je na slici 3.

Sa tafke gledifta udaly y
i registrovani fluks je minimalan. Kako planeta prividno sustize objekat (zbog vece lin-
ijske brzine), Huks se povecava i dostize lokalni maksimum, a potom planeta predvodi
ispred objekta tokom izlaska, pri Cemm se javlja drugi minimum. Treba primijetiti kako

je situacija jako simetriéna, §to se reflektuje i ofitava u simetriji same svjetlosne krive.

nlaneta kacni 2a ahioktom
5 F fa za objexton

D2. Nadimo prvo izraz za ugaonu brzinn kojom tijela rotiraju oko zajednitkog centra
mase (pretpostavljajuéi da malo tijelo na £, ne utje¢e na polozaj centra mase). Ono 3to
¢emo zapravo dobiti je poopSteni oblik tredeg Keplerovog zakona.

Ishodiste koordinatnog sistema postavit ¢emo u centar masa, tako da su centri zvijezde i
planete na poloZajima x, i z, respektivno. Za planetu vrijedi:

MM,

2
a

M,

2
w=0G—.
I'P(l

M, ;.:21,, =G
MuoZe¢i brojuik i nazivnik sa @ = x, — x, (zbog negativne vrijednosti x,) dobijamo:

W

2 _ G M.z, - M,z,
J.p“:s :

pa koristedi jednadinn za polozaj centra mase My, + M,x, = 0 konatno imamao:

M.+ M,

a’ °

Ako sada postavimo objekat mase m u tacku £, na udaljenosti r od planete, ukupna
gravitaciona sila na objekat je:

W=G

mM. mM,

- (a—r)? 2

i mora biti jednaka centripetalnoj sili (sa istom ugaonom brzinom oko centra mase izracu-
natom iznad, gdje je sada r udaljenost objekta od centra mase zvijezde i planete):
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Slika 4: Koordinatni sistem za dio D2,

mM, B (',""“IE.
(a = ,.)2 ,.2

mwtr =G

Sada treba izraziti r preko poznatih veli¢ina. Mozemo ponovo koristiti jednacinu za

poloZaj centra masa, te primijetitida je r = 2, —r. kao i r, = a+z, = a — (M, /M, )z,

odakle je x, = a/(1+(M,/M,)) = aM, /(M. + M,). Slijedi da je x = aM, /(M. + M,) —r,
pa uvritavajuéi dobijamo:

M, + M, ( M, ) M. M,
a -r
(

Tla-rE

Uz smjene

M,

M.+ M,

i malo algebarske manipulacije, dobijamo da je rjefenje za 2 jedini realni korijen jednacine
petog stepena:

M

S B-w)+22B-2u) -+ 2(2u) - p=0.

Ovu jednacinu nije nimalo jednostavno rijeSiti; Stavise, vijerovatno ne postoji jednos-
tavno analiticko rje3enje (u obliku formule). Mogla bi se rijesiti numericki ili graficki, ali
mi femo napraviti neke (grube) aproksimacije i dobiti aproksimativono analiticko rjesenje.
Prvo, zanemarit ¢emo ¢lanove ¢etvrtog i petog stepena, jer pretpostavljamo da je = malo
(r < a). Pored toga, kako je i g malo, zanemarujemo mjeSovite clanove (koji sadrze
kombinaciju = i p), pa dobijamo:

32— pu=0,

i konatno za udaljenost tactke £ od planete dobijamao:

I M, NEYA
TR Q| . 5, -
3(M. + M,) 3M,

D3. Posmairajmo situaciju ponovo iz refereninog sisiema Koji oko centra mase roiira
ugaonom brzinom w jednakom orbitalnoj ugaonoj brzini zvijezde i planete. Radit ¢emo
sa generalnim sluéajem i poslije izvaéi zakljucke za potrebne specijalne sluéajeve. Ipak,
dovoljno je problem posmatrati u zy ravni koja je orbitalna ravan zvijezde i planete.

U ovom referentnom sistemu (koji je neinercijalan), ukupna potencijalna energija tijela
sadrZi tri ¢lana:

6
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Slika 5: Koordinatni sistem za dio D3.

prm - gl R,

s Ty

Ovdje je p udaljenost tijela od ishodista (centra mase). Prva dva ¢lana predstavljaju
gravitacionu potencijainu energiju usijed prisustva zvijezde i pianete respektivno {r. i r,
su udaljenosti tijela od planete i zvijezde), dok je tredi ¢lan centrifugalna potencijalna
energija (usljed izbora rotirajuceg sistema). Prema tome, efektivni potencijal je:

M, M 1 M +M .o 4
G gy — G By — G E (4 ),
Vie—z.)+y Vie—x)+y 2 a

gdje su (dio D2):

Doy = —

a o a
- M, P AL

T’l —te
l+‘v l+.\l.

Ukoliko ovaj efektivni potencijal prikazemo kao funkeiju u prostoru, dobijamo izgled

povrdine potencijala kao na slici 6. DuZ pravea koji spaja dva masivna tijela, funkeija
efektivnog potencijala ima oblik prikazan na slici 7.
Nije tesko vidjeti zaSto su upravo Lagrangeove tatke ravnoteZne tacke. Naime, tacke £,
L; i Ly su kolinearne i leze na praven koji spaja dva tijela. One su sedlaste tacke i time
tacke labilne (nestabilne) ravnoteze. Tacke £ i L5 su lokalni maksimumi (vizualizirane
kao veh brda). Shodno tome, otekivali bismo da su i one nestabilne, no pokazuje se da pri
pomjeranju tijela od te tacke, na tijelo djeluje Coriolisova sila koja zakrec¢e trajektoriju
tijela prema toj tacki, a ne dalje od nje.

Pokazimo i matematicki da je £, tacka nestabilne ravnoteze. Veé¢ znamo da je prvi
izvod (sila) potencijalne energije date jednadinom iznad jednak nuli (taj uslov smo i
koristili u dijelu D2). Trebali bismo sada dobiti da je drugi izvod potencijala po polozaju
u tafki £, manji od nule, §to znati da je posmatrana ta¢ka lokalni maksimum.
Napisimo prvo ponovo izraz za potencijalnn energijn (sada radimo samo duz x-ose):

U=-G mM, G mM, lm(r-..;)2.

¥ x
|z — z,| lz—2z,| 2

7
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Ponovo se vratimo na nade velicine sa slike 4, tj. zamijenimo rp, —z =r, r— . =a—r.
Dobijamo:

mM, mM, 1

U=-G -G — =—m(rw)®.
a-r r 2
Nadimo sada izvod po x, vodeéi rafuna da je r funkcija od =, tj. r = r(x), pa je
£ (r)] = £ (r)4, gdje je 4 = —1. Uzimajuéi sve u obzir, dobijamo da je:
dU mM mM .
—_—= -G P — muwr.
dr . (a—r)? r?

U Lagrangeovim tatkama (npr. £,), dU/dr = 0, pa dobijamo tafno onu relaciju koju
smo koristili u dijeln D2 (ukupna sila jednaka nuli). Dalje, drugi izvod je:

d*U mM, mM, 2
— = =2 - — 2 ——— — mw".
dx? (a—r)3 r3

Primijetimo da je drugi izvod potencijalne energije negativan u svim tackama, pa se
i uvritavanjem naSeg rjesenja za r na £, dobije negativna vrijednost u izrazu (jer su
sve fizicke velitine koje se pojavljujn pozitivae), $to potveduje tvrdnju da je £, tacka
nestabilne ravnoteze.

Ukoliko se tijelo nade na nekoj od prve tri Lagrangeove tacke (npr. L£y), svaka mala
devijacija od precizne pozicije na njoj ¢e destabilizirati orbitu tijela i ono ée napustiti tu
Lagrangeovu tatku (to su tacke labilne ravnoteze). Dakle, tijelo koje na duZe vrijeme
ostaje u £, je gotovo sigurno vjeStacko, odnosno kontrolisano. jer je za odrzavanje
tijela na £, neophodno povremeno korigovati njegov polozaj/orbitu (upravo zbog malih
prirodnih perturbacija koje bi ga destabilizovale). Mnogi nadi sateliti su locirani na £,
ili £, tacki za sistem Sunce Zemlja (naprimjer James Webb svemirski teleskop) i njihove
orbite je zaista s vremena na vrijeme potrebno korigovati. Cak je i za kvazi-stabilne halo
orbite oko £y ili £ (koje zaista postoje) ipak potrebno odredeno korigovanje.

Stoga bi otkri¢e objekta sa korigovano-stabilnom orbitom na nekoj od ovih Lagrangeovih
tacaka (kako se to desilo u filmu) bio gotovo siguran dokaz za postojanje inteligentne i
tehnolo3ki napredne vanzemaljske civilizacije.
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Rezultati XXVII Federalnog takmiéenja iz fizike za uéenike srednjih skola

GRUPA A - MEHANIKA | TERMODINAMIKA

Rang Ime i prezime Skola Razred Z1 Z22 Z3 Z4 SUMA
1 Maximilian Aaron Jelagi¢ KSC "Sv. Josip" Sarajevo | 25 95 16 24 74.5
2 Lejla Baturi¢ Behram begova medresa I 25 12 6 25 68
3 Alden Meki¢ Cetvrta gimnazija llidza 1l 25 145 135 4 57
4 Ismar Hamzi¢ JU Mustafa Novali¢ v 25 7.5 10 0 42.5
5 Samel Ribi¢ Tre¢a gimnazija Sarajevo | 3 |5 17.5 17 42.5
6 Ahmed Spahi¢ Druga gimnazija Sarajevo |l 25 115 5 0 41.5
7 Dragan Boban Gimnazija fra Grge Marti¢a |l 25 15 55 7 39
Elektrotehnicka Skola
8 Kenan Muhamedbegovi¢ Tuzla 25 1 6 0 32
Gimnazija "Dr. Mustafa
9 Emina Sarajli¢ Kamari¢ v 25 35 1 2 31.5
10 Emina Sulji¢ Treca gimnazija Sarajevo |llI 13 8 4.5 5 30.5
11 Adrian Misi¢ Druga gimnazija Sarajevo | 25 1 3 0 29
12 Faruk Kuri¢ Prva gimnazija Zenica Il 10 4 3 5 22
13 | Imran Tabakovi¢ PBGS I 10 4 5 2 21
14 Lamija Kubat Gimnazija Muhsin Rizvi¢ I 10 1 556 2 18.5
15 Harun Cufurovi¢ RPCB I 7 75 1 2 17.5
Elektrotehnicka Skola
16 Samed SudZuka Tuzla I 10 15 6 0 17.5
17  Rabija Serdarevic PBGS I 7 450 |55 0 17
18 | Emin Buza Gimnazija Visoko Il 3 5 3 5 16
19  Annur Mesi¢ PBGS I 7 1 6 2 16
20 Ivan Rado$ MSTST I 7 5 4 0 16
21 Ena Heco Medicinska Skola Zenica I 7 05 |1 5 13.5
22  Sani Basi¢ MSS Enver Pozderovi¢ 1 7 2 4.5 0 13.5
23  Inas Dervisi¢ MSS Doniji Vakuf I 7 0 2 2 1
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24 Mario Santi¢ KSC Sveti Pavao I 1 05 7 2 10.5
25  Nejla Mameledzija MSST I 7 0 0 2 9
26  Tarik Rami¢ JU Gimnazija Cazin I 0 6 0 2 8
27  Tarik Mujkanovi¢ Gimnazija Mustafa Novali¢ [V 7 0 1 0 8
28  Anes Lapo Srednja $kola Konjic Il 3 15 3 0 7.5
29 Hana Maksumic Gimnnazija Muhsin Rizvi¢ | 3 05 15 200 7
30  Aner Sabi¢ MSS "Prof. Omer Filipovié" IV 7 0 0 0 7
31  Sead Bradi¢ MSTST I 3 25 1 0 6.5
32  Dorde Begovi¢ STS Hasib H Gorazde Il 0 25 3 0 5.5
33  Ena Maksumic¢ Druga gimnazija Mostar |l 3 0 2.5 0 5.5
34  Amir Dzafi¢ MSS Enver Pozderovi¢ 1 1 15 11 2 5.5
35  Hena Zuki¢ MSS Gimnazija Il 3 15 1 0 5.5
JU Srednja Skola

36 Lamija Sabitovi¢ Jablanica Il 3 05 15 0 5
37  Tarik Avdagic Gimnazija Dobrinja I 1 0 3.5 0 4.5
38 Luka Penavic Gimnazija fra Grge Marti¢a |l 0 0 4 0 4
39 Danis Begovi¢ Druga gimnazija Sarajevo | 3 0 0 0 3
40 Hamza Kurti¢ MSS Enver Pozderovié Il 0o 1 0.5 0 1.5
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GRUPA B — ELEKTROMAGNETIZAM, OSCILACIJE | TALASI

Rang |Imeiprezime | Skola Mjesto Razred |Z1 [Z2 |Z3 |Z4 |SUMA
Behram-begova 91
1 Husein JaSi¢ Medresa Tuzla 1 17 120 | 24 30
Srednja sSkola 3 76.5
2 Darijo Obad Capljina Capljina | lll 20 120 | 295 |7 ’
3 Vedad Kozica Druga gimnazija | Sarajevo | I 15 |20 | 14,5 |19 | 68,5
4 Nedim Begovi¢ Druga gimnazija | Sarajevo | |l 8 20 | 18 21 | 67
] SMS Zijah Fojnica - 48
5 Mustafa Ceho Dizdarevi¢ Kiseljak Il 14 |16 | 8 10
5 Filip Kristi¢ KSC “Sveti Josip” | Sarajevo | |l 10 |20 |14 4 48
Magdalena Gimnazija fra 45
7 Grbavac Grge Marti¢a Mostar 1 8 19 |15 3
Gimnazija fra 41
8 Ana Tomi¢ Grge Martica Mostar 1 4 20 | 11 6
9 Elmas Ekinovi¢ | Prva gimnazija Zenica I 3 |16 |21 0 |40
Antonija Gimnazija fra 39
10 BosSkovic Grge Marti¢a Mostar 1 5 20 | 5 9
10 Danis Fejzi¢ Druga gimnazija | Sarajevo | I 2 15 | 9 10 | 36
. . Doboj 355
12 Salih Sehi¢ MSS Doboj Istok | Istok v 15 |10 10,5 |0 ’
Gimnazija 34
13 Ammar Turbié¢ “Mustafa Novali¢” | Gradacac | i 5 20 |9 0
14 Selma Prohan | MSS Travnik Travnik 1] 0 20 | 125 |1 33,5
15 Haris Torlak Druga gimnazija | Sarajevo | Il 0 |16 |12 3 |31
Gimnazija 29
16 AjSa Brka “Muhsin Rizvi¢” Kakanj 11 0 17 |12 0
STé “Salih Salko 8
17 Muharem Agi¢ | Curi¢” Mostar i 17 |0 10 1
DZevad Gimnazija } 27
18 Zejcirovié¢ Zivinice Zivinice 11 5 0 13 9
Gimnazija “MeSa 20.5
19 Amna Imamovi¢ | Selimovi¢” Tuzla " 3 0 155 | 2 ’
Gimnazija 20
20 Aldin Veli¢ “Mubhsin Rizvi¢” Kakanj 11 3 0 14 3
Srednja Skola 19
21 Hamza Bubalo | Konjic Konjic [l 3 16 | 0 0
22 Amar Operta Gimnazija Visoko | Visoko 11 12 |0 |3,5 1 16,5
23 Sarah Mrakic¢ MSS Travnik Travnik 1l 0 |0 |15 0 15
Gimnazija Velika | Velika 135
24 Adna Husié KladuSa Kladusa 11 12 |0 0,5 1 ’
Srednja mjeSovita | 15
25 Faris Brzina Skola Zepce 1 5 0 55 1 ’
26 Sajra Malki¢ Gimnazija Biha¢ | Biha¢ 11 8 |0 |05 |1 9,5
27 Ajdina Gimnazija Visoko | Visoko Il 0 0 2 1 3
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Herceglija

28

Dzejlana Setka

Srednja Skola
Stolac

Stolac

29

IIma Hodzi¢

MSTS Travnik

Travnik
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GRUPA C - OPTIKA, ATOMSKA | NUKLEARNA FIZIKA

Rang Ime i prezime Skola Razred Z1 Z2 Z3 Z4 SUMA
1 Affan Kaknjo Prva gimnazija Zenica 3 25 6/ 25 12 68
2 Tahira lbriSevi¢ Gimnazija "Visoko" 4 15 0 22 25 62
5 1.
3 Tajra Cavdi¢ Druga gimnazija Sarajevo 4 16 1 25 5 53.5
4 Lamija Gili¢ Tre¢a gimnazija Sarajevo 4 12 1 25 10 48
5 Kerim Mujkanovi¢ Gimnazija M.Cazim Cati¢ 3 15 1 25 4 45
6 Davud Japalak Tre¢a gimnazija Sarajevo 4 13 1 24 6 44
7| Fatima Aleti¢ MSS "Gimnazija Bugojno" 4 15 2 15 6 38
8 Azra Imamovi¢ MSS Zivinice 4 18 1 15 2 36
9 Alma Sarac Gimnazija "Visoko" 4 1 4/ 16 4.5 35.5
9 |Asja Rahmanovi¢ Druga gimnazija Sarajevo 4 15 0l 15 5.5 35.5
11 Tomislav Sili¢ Gimnazija Fra Grge Martica 4 14 0l 15 5.5 34.5
12| Leona Marijanovi¢ Gimnazija Fra Grge Marti¢a 4 13 0 15 1.5 29.5
13 Jakov Zelenici¢ Gimnazija Fra Grge Marti¢a 4 13 1 13/ 1.5 28.5
14 Usama Khedr MSS Travnik 4 15 0 6 5 26
15 Esmir Zoleti¢ Gimnazija Zivinice 4 12 17 8 4 25
16 Rubina Reki¢ JU Gimnazija Cazin 4 7 2 13 2 24
17 Hana Zaimovi¢ Gimnazija Muhzin Rizvi¢ 4 2 2 15/ 2.5 21.5
18 Bakir Selimovic Gimnazija Zivinice 3 6 1 10 4 21
19 Farah Terzi¢ Gimnazija Bugojno 4 4 2 13 1 20
19 Osman Puscul Gimnazija "Visoko" 3 0 5 10 5 20
19 Malik Zubi¢ JU MSS "Hazim Sabanovi¢" 3 7 112 0 20
22 Vedad Selimovi¢  JU MSS "Enver Pozderac" 4 10 1 715 19.5
23 Elma Veli¢ Gimnazija Biha¢ 4 4 2 845 18.5
24 Haris Maci¢ Srednja $kola Konjic 4 6 110 O 17
25| Lejla Nuhi¢ Druga gimnazija Mostar 4 4 1711 0 16
26 Naida Pjani¢ Gimnazija "MeSa Selimovic¢" 4 5 0O 8 1 14
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26 Maida Biber Srednja Skola Konjic 4 5 1 8 0 14
STS Hasib HadZovi¢

28 Semir Jamakovi¢ Gorazde 4 1 0 12 0.5 13.5

29 Vedad Grabus Prva gimnazija Zenica 4 2 0 1M1 O 13

30 Damir Muharem  STS "Hasib HadZovi¢" 3 2 0 10 O 12

31 Ajna JaSarspahi¢ STS "Kemal Kapetanovi¢" 2 0 0 10 O 10
MSS Enver Pozderovié¢

32 Damir Bor¢ak Gorazde 4 4 1 205 7.5

33 Nina Beslagi¢ Prva gimnazija Zenica 4 0 0 3 05 3.5

34 Selim Selimovic  MSS "Omer Filipovié" 4 0 2 0 O 2

35 Azra Hamzi¢ Richmond Park 1SS 4 0 0 1 0 1
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GRUPA D - CJELOKUPNA FIZIKA

Rang Ime i prezime Skola Razred Z1(8b) Z2(10b) Z3 (12 b) SUMA

1 Dzenan Midzi¢ Gimnazija Biha¢ v 54 3.9 3.4 12.7
Richmond Park ISS

2 Muhamed Numanovi¢ Tuzla Il 2.65 3.2 6.2 12.05
Prva boSnjacka

3 Esma Jakupovi¢ gimnazija A 1.7 54 0.8 7.9
Gimnazija "Rizah

3 Tarik Mujki¢ Odzeckic¢", Zavidovi¢i IV 25 4 1.4 7.9
Gimnazija "Muhsin

5 Elmir Kevilj Rizvi¢" Kakanj v 0.4 2.3 3.5 6.2
Gimnazija "Musa

6 Adna Mujkanovié Cazim Cati¢" \Y; 1.9 2.2 0.8 4.9
Druga Gimnazija

7 Alem Kari¢ Sarajevo i 0 3 0 3
Druga Gimnazija

8 Emina Hasanbegovi¢ Sarajevo [ 0.4 1.8 0 2.2
Prva boSnjacka

9 Adin Frljak gimnazija v 0 0.4 1.7 21
Prva bosnjacka

10 Tarik Agi¢ gimnazija [ 0 0.5 0.5 1
Srednja Skola dr. fra.
Slavka Barbarica,

11 Matej Sejo Citluk \Y, 0.1 0.8 0 0.9
Srednja elektrotehnicka
Skola Ruder Boskovic,

12 Luka Jerkovi¢ Mostar v 0 0 0.1 0.1
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